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10. Ubungsblatt zur
»,Nichtlinearen Optimierung

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Slater-Bedingung)

Gegeben sei das konvexe Optimierungsproblem
(KP) min  f(z) wdN. ¢(z) <0,

mit zumindest einmal stetig differenzierbaren Funktionen f : R® — Rund ¢ : R® — R™.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass, falls alle ¢;, ¢ = 1, ..., m, konvex sind, die sogenannte
Slater-Bedingung, also

Es gibt einen Punkt y € R"™ mit ¢(y) < 0

eine Constraint Qualification in jedem zulédssigen Punkt ist.

Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass, im Falle nichtkonvexer Nebenbedingungen,
die Slater Bedingung fiir jeden zuldssigen Punkt von (KP) die (MFCQ) nicht impliziert.
Konstruieren Sie hierzu ein Optimierungsproblem mit mindestens einer nichtkonvexen Ne-
benbedingung, dass folgende Eigenschaften besitzt: Die Slaterbedingung ist fiir einen Punkt
y erfiillt und es gibt einen zuldssigen Punkt, der die (MFCQ) verletzt.

Priifen Sie, ob fiir Ihr Beispiel die Abadie Constraint Qualification (ACQ) ebenfalls verletzt
ist. Falls nicht, versuchen Sie Thr Beispiel so zu modifizieren, dass auch die (ACQ) trotz
Slaterbedingung verletzt ist.

Aufgabe G2 (MPEC: Mathematical Programs with Equilibrium Constraints)

Gegeben sei folgendes Bi-Level-Optimierungsproblem:

{minx,yER f(xa y)

u.d.N. y=argmin, 22 + 2z

(P)

Zeigen Sie:



(a) (P)ist quivalent zu

min  f(z,y)
z,yeR

udN. 2y+z2-A=0
A>0,y>0,Ay=0
(b) In keinem zuldssigen Punkt von (P) ist (MFCQ) erfiillt.
(¢) In biaktiven Punkten, d.h. Punkten mit y = A = 0, ist (ACQ) nicht erfiillt.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Lineare Gleichungsrestriktionen)

Wir betrachten folgendes Optimierungsproblem:

min  f(z)
) { wdN. Az =0

mit A € R"*P p <n,be RPund f: RP — R zweimal stetig differenzierbar.
Zeigen Sie:

(a) Erfiillt x die KKT-Bedingungen mit zi € R™ und gilt zudem
sTV2f(z)s > al|s||*> Vs € Kern(A) (*)

dann ist Z isoliertes lokales Minimum von (P).

(b) Essei f(r) = —(w179 + 2223 + z173) und A € R3*L, A = (1,1,1),b = 3.
Beweisen sie mit Hilfe von (a), dass Z = (1, 1,1)7 ein isoliertes lokales Minimum von
(P) ist.

Aufgabe H2 (Modellierung)

Mit dem Satelliten-Kontroll-System GPS kann ein entsprechend ausgestattetes GPS-Geriit,
zum Beispiel ein Handy, seine Position auf der Erde bis auf eine Genauigkeit von etwa 10
Metern bestimmen. Dabei wird folgendermallen vorgegangen: Die Satelliten und das Handy
sind nach einer Atomuhr genau eingestellt. Von den Satelliten im Orbit der Erde wird die
aktuelle Zeit gesendet. Das Handy empfingt diese Signale jeweils mit einer gewissen Zeit-
verzogerung. Anhand dieser Zeitverzogerung und der Kenntnis der Lichtgeschwindigkeit
wird der Abstand zu den jeweiligen Satelliten berechnet und anschlieBend die Position auf
der Erde bestimmt. Um diese Berechnung durchfiihren zu konnen, miissen sich mindestens
drei Satelliten im Empfangsbereich des GPS-Gerites befinden.

Stellen Sie ein nichtlineares Optimierungsproblem zur méglichst genauen Berechnung der
Position des GPS-Gerites auf, wobei dem GPS-Gerit die Position der Satelliten, die jeweili-
gen Zeitverzogerungen, der maximale und minimale Erdradius und die Lichtgeschwindigkeit
bekannt sind.



Aufgabe H3 (Optimalititsbedingungen des TR-Problems)

Gegeben sei die quadratische Funktion
1
q(s) = cl's + §STHS, mit ¢ € R", H € R™" symmetrisch,
und fiir A > 0 das Trust-Region-Problem
ming(s) uw.dN.[s]2 < A. (TP)

(a) (Notwendige Bedingungen) Sei 5 ein lok. Min. des Trust-Region-Problems (TP). Zei-
gen Sie, dass es ein A > 0 gibt, so dass die Bedingungen
() (H+ )5 =—c,
(2) entweder ||5]|2 = A oder ||5]]2 < Aund A =0
erfiillt sind. (Dies sind die Bedingungen (1) und (2) aus Aufgabe H1, 7. Ubungsblatt.)
Hinweis: Verwenden Sie die Nebenbedingung 3 [|s(|3 < 1 A? statt s[> < A.

(b) (Hinreichende Bedingungen) Sei § ein KKT-Punkt mit Lagrange-Multipikator A und
Tk (c;5,\) der Kegel der kritischen Richtungen zur Nebenbedingung c(s) < 0 mit

c(s) = L (sTs — A?):
>0
)

—2
=0, fallsc(s)
S
d'(H +X)d >0 Vde Tk(5,\) )\ {0}. (%)

<0, fallse(s) =0,

> >~

Ti(c;5,)\) = {d e R": VC(E)Td = {

AuBerdem erfiille 5

Zeigen Sie, dass S dann ein isoliertes lokales Optimum von (TP) ist. Vergleichen Sie
diese hinreichende Bedingung mit Bedingung (3) in Aufgabe H1 auf dem 7. Ubungs-
blatt, also

H + M ist pos. semidefinit. (%)

Konstruieren Sie ein Beispiel mit n = 1 und einem lok. Min., das (x) aber nicht ()
erfiillt.

Abgabe der Hausiibungen: Am 03.02. bzw. 05.02.2010 in der Ubung.



