
V Kompaktheit und Konvergenz imRaum der holomorphen Funktionen
Im ersten Abs
hnitts dieses Kapitels versehen wir den Vektorraum der auf einer o�enenMenge U � C holomorphen Funktionen mit einer geeigneten Metrik und diskutierengrundlegende Eigens
haften wie Konvergenz und Kompaktheit in diesem metris
henRaum. Zentrales Resultat dieses Abs
hnitts ist der Satz von Montel, wel
her besagt,dass man kompakte Mengen K in dem unendli
hdimensionalen (topologis
hen) Vek-torraum H(U) analog zum Satz von Heine-Borel dur
h ihre Bes
hr�anktheit und Abge-s
hlossenheit 
harakterisieren kann.Der ans
hlie�ende Abs
hnitt �uber die Riemanns
he Zeta-Funktion bes
hreibt eines derber�uhmtesten und gr�o�ten o�enen Probleme der gesamten heutigen Mathematik. Ei-ne positive Beantwortung der sogenannten Riemanns
hen Vermutung h�atte zahlrei
heKonsequenzen, insbesondere in der Zahlentheorie.1 Der Satz von MontelEs sei U � C eine o�ene Menge und F := H(U) der Vektorraum aller auf U holo-morphen Funktionen. F�ur eine kompakte Menge K � F de�nieren wir die FunktionpK : F ! R dur
h pK(f) := supz2K jf(z)j:Dann ist pK eine Halbnorm (vgl. Analysis II) auf F , d.h. pK besitzt f�ur alle f; g 2 Fdie folgenden Eigens
haften:i) pK(f) � 0,ii) pK(�f) = j�jpK(f) f�ur alle � 2 C ,iii) pK(f + g) � pK(f) + pK(g).Die folgenden topologis
hen Begri�e sind f�ur diesen Abs
hnitt zentral.1.1 De�nition. a) Eine Folge (fn) � F hei�t kompakt konvergent gegen f 2 F , wennlimn!1 pK(f � fn) = 077



78 Kapitel V Kompaktheit und Konvergenz im Raum der holomorphen Funktionenf�ur jedes Kompaktum K � U gilt.b) Eine Menge V � F hei�t Umgebung von f 2 F , falls ein Kompaktum K � U undein " > 0 existieren, derart dassVK;"(f) = fg 2 F : pK(g � f) < "g � Vgilt.
) Eine Menge V � F hei�t o�en, falls f�ur alle f 2 V die Menge V eine Umgebungvon f ist. Eine Menge A � F hei�t abges
hlossen, falls F n A o�en ist.d) Ein System fVi : i 2 Ig von Teilmengen von F hei�t Fundamentalsystem vonUmgebungen von f 2 F , falls gilt:i) jedes Vi ist Umgebung von f ,ii) f�ur jede Umgebung V von f existiert ein i 2 I mit Vi � V .Die Menge aller so de�nierten o�enen Mengen de�niert dann eine Topologie auf F ,wel
he Topologie der kompakten Konvergenz genannt wird. Zum Beispiel ist das SystemfVK;" : K � U kompakt; " > 0g ein Fundamentalsystem von Umgebungen von f 2 F .Diese Topologie besitzt ferner die folgenden Eigens
haften.1.2 Lemma.a) F ist Hausdor�s
h, d.h. f�ur alle f; g 2 F mit f 6= g existieren Umgebungen V1 vonf bzw. V2 von g mit V1 \ V2 = ;.b) F ist metrisierbar, d.h. es existiert eine Metrik d auf F , so dass f�ur jedes f 2 Fdas System fg 2 F : d(f; g) < "; " > 0g ein Fundamentalsystem von Umgebungen vonf ist.Beweis. a) Na
h Voraussetzung existiert ein Kompaktum K � U mit r := pK(f �g) >0. Setzt man V1 := VK;"(f) und V2 := VK;"(g) mit " = r=2, so folgt die Behauptung.b) Dur
h eine geeignete Wahl von Re
hte
ken in U k�onnen wir eine sogenannte Auss
h�opfungs-folge (Kn)n2N in U �nden, d.h. eine Folge von kompakten Mengen Kn in U mitKn � ÆKn+1, derart dass f�ur ein beliebiges Kompaktum K � U f�ur mindestens einn0 2 N K � Kn0 gilt (�Ubungsaufgabe!). Ist (Kn) eine sol
he Auss
h�opfungsfolge, undsetzt man d(f; g) := 1Xn=1 2�nminf1; pKn(f � g)g;so ist d eine Metrik auf F . �Im Folgenden interessieren wir uns f�ur die Vollst�andigkeit des Raumes H(U). Hierzude�nieren wir zun�a
hst den Begri� der Cau
hyfolge in diesem Zusammenhang.



1 Der Satz von Montel 791.3 De�nition. Eine Folge (fn) � F hei�t Cau
hyfolge in F , wenn f�ur jedes " > 0und jedes Kompaktum K � U ein N0 2 N existiert mitpK(fn � fm) < "f�ur alle n;m � N0.Es gilt dann das folgende Lemma.1.4 Lemma. Der Vektorraum H(U) ist vollst�andig, d.h. jede Cau
hyfolge in H(U) istkonvergent.Beweis. Es sei (fn) eine Cau
hyfolge in F und z0 2 U . Dann ist K := fz0g kompaktund zu jedem " > 0 existiert ein N0 2 N mitjfn(z0)� fm(z0)j = pK(fn � fm) < "f�ur alle n;m � N0. Daher ist (fn(z0)) eine Cau
hyfolge in C und wegen der Vollst�andig-keit von C existiert f(z0) := limn!1 fn(z0) 2 C f�ur alle z0 2 C . Na
h De�nition derkompakten Konvergenz konvergiert die Folge (fn) auf jedem Kompaktum K � Uglei
hm�a�ig gegen eine Funktion f : U ! C . Der Satz von Weierstra� ?? impliziert,dass f 2 F gilt, und somit die Behauptung. �Fassen wir alle Eigens
haften des Vektorraums F und der zugeh�origen Topologie zu-sammen, so gilt das folgende Resultat.1.5 Satz. Ist U � C o�en, so ist H(U) ein vollst�andiger, metris
her Raum.In der Spra
he der Funktionalanalysis ist F sogar ein komplexer Fr�e
hetraum . Da inmetris
hen R�aumen die Begri�e "kompakt\ und "folgenkompakt\ �ubereinstimmen, istdie folgende De�nition nat�urli
h.1.6 De�nition. a) Eine Menge M � F hei�t kompakt, falls jede Folge in M eine inM konvergente Teilfolge besitzt.b) Eine Menge M � F hei�t bes
hr�ankt, falls pK(M) := fpK(f) : f 2 Mg � R f�urjedes Kompaktum K � U bes
hr�ankt ist.Das folgende bemerkenswerte Theorem von Montel besagt, dass man kompakte MengenK im unendli
hdimensionalen VektorraumH(U) analog zum Satz von Heine-Borel (vgl.Analysis I) dur
h ihre Bes
hr�anktheit und Abges
hlossenheit 
harakterisieren kann.



80 Kapitel V Kompaktheit und Konvergenz im Raum der holomorphen Funktionen1.7 Theorem. (Satz von Montel).Es sei U � C o�en. Dann ist eine Menge F � H(U) genau dann kompakt, wenn siebes
hr�ankt und abges
hlossen ist.Der im Folgenden bes
hriebene Beweis des Satzes von Montel beruht auf dem, unss
hon aus der Vorlesung "Gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen\ her bekannten Satzvon Arzel�a-As
oli, wel
hen wir hier wiederum nur zitieren, aber ni
ht beweisen wollen.1.8 Satz. (Satz von Arzel�a-As
oli).Es sei U � C eine o�ene Menge. Dann ist eine Menge F � C(U; C ) genau dann relativkompakt, wenn gilt:a) f�ur jedes z 2 U ist ff(z) : f 2 Fg bes
hr�ankt,b) F ist glei
hgradig stetig in jedem Punkt z0 2 U .Der Begri� der glei
hgradigen Stetigkeit ist hierbei wie in der Vorlesung gew�ohnli
heDi�erentialglei
hungen de�niert. Eine Menge F � C(U; C ) hei�t glei
hgradig stetig inz0 2 U , falls zu jedem " > 0 ein Æ > 0 existiert, so dassjf(z)� f(z0)j � "gilt f�ur alle z 2 U mit jz � z0j � Æ und alle f 2 F .Beweis. Ist F � F = H(U) kompakt, so ist F klarerweise abges
hlossen. Ferner, dapK : F ! R stetig ist, ist pK(F) � R eine kompakte Menge in R und somit bes
hr�ankt.Wir betra
hten nun die umgekehrte Aussage. Da F na
h Voraussetzung bes
hr�ankt ist,ist klarerweise die Bedingung a) des Satzes von Arzel�a-As
oli erf�ullt. Um die Behaup-tung zu beweisen, gen�ugt es na
h dem Satz von Arzel�a-As
oli also zu zeigen, dass Fin jedem z0 2 U glei
hgradig stetig ist. Hierzu z0 2 U und " > 0. Na
h Voraussetzungexistieren Konstanten r;M > 0, so dass Br(z0) � U und jf(z)j �M f�ur alle z 2 Br(z0)und alle f 2 F gilt. W�ahlt man z 2 U mit jz � z0j < r=2, f 2 F und 
(t) := z0 + reitf�ur t 2 [0; 2�℄, so gilt na
h dem Cau
hys
hen Integralsatzjf(z0)� f(z)j = 12� ��� Z
 f(�)� 1� � z0 � 1� � z�d���� = 12� ��� Z
 f(�) z0 � z(� � z0)(� � z) ���� 2Mr jz0 � zj:W�ahlen wir Æ < minf r2 ; r"4M g, so folgtjf(z0)� f(z)j < " f�ur alle f 2 F ;sofern nur jz0 � zj < Æ gilt. �



2 Die Riemanns
he Zeta-Funktion 811.9 Bemerkung. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass der Satz von Montel imReellen fals
h ist. Als Gegenbeispiel betra
hte man etwa die Menge F := fsinnx :n 2 Ng. Dann ist F bes
hr�ankt, aber F ist ni
ht kompakt, da wegen des Satzes vonArzel�a-As
oli die Funktionenmenge F ni
ht glei
hgradig stetig ist.Wir bes
hlie�en diesen Abs
hnitt mit dem Satz von Vitali, einer Folgerung des Satzesvon Montel.1.10 Korollar. (Satz von Vitali).Es sei G � C ein Gebiet und M � G eine Menge, wel
he einen H�aufungspunkt in Gbesitzt. Ist F � H(G) bes
hr�ankt und (fn) � F eine Folge, wel
he punktweise auf Mkonvergiert, so existiert f(z) := limn!1 fn(z) f�ur alle z 2 G und f : G ! C ist eineholomorphe Funktion.Beweis. Na
h dem Satz von Montel ist F � H(G) kompakt und es gen�ugt daher zuzeigen, dass die Folge (fn) h�o
hstens einen H�aufungspunkt in H(G) besitzt. Seien aberf und g zwei H�aufungspunkte der Folge (fn), so gilt f jM = gjM und der Identit�atssatzimpliziert f = g. �2 Die Riemanns
he Zeta-FunktionDie in diesem Abs
hnitt bes
hriebene Riemanns
he Zeta-Funktion wurde seit ihrerEinf�uhrung im Jahre 1859 dur
h B. RIEMANN von Generationen von Mathematikernintensiv erfors
ht. Eines der ber�uhmtesten ungel�osten Probleme der gesamten Mathe-matik besteht darin, die Nullstellen der Zeta-Funktion zu bestimmen.Wir beginnen mit der De�nition der Zeta-Funktion.Ist z 2 C und k 2 N , so gilt jkzj = jez log kj = eRe (z) log k und daher gilt f�ur Re (z) � 1+"nXk=1 jk�zj � nXk=1 k�(1+");wel
hes bedeutet, dass die Reihe P1n=1 1nz in H(U) mit U = fRe (z) > 1g lokalglei
hm�a�ig und absolut gegen eine holomorphe Funktion � konvergiert.2.1 De�nition. Die Riemanns
he Zetafunktion ist f�ur Re z > 1 de�niert dur
h�(z) := 1Xn=1 n�z:



82 Kapitel V Kompaktheit und Konvergenz im Raum der holomorphen FunktionenEine weitere Funktion von Interesse in diesem Zusammenhang ist die s
hon in AnalysisII eingef�uhrte Gamma-Funktion, wel
he f�ur z 2 C de�niert ist dur
h�(z) := e�
zz 1Yn=1 �1 + zn)�1e�z=n;wobei die Konstante 
 so gew�ahlt ist, dass �(1) = 1 gilt. Die Konstante 
 hei�tEulers
he Konstante und kann zu
 = limn!1 �(1 + 12 + : : :+ 1n)� logn�bestimmt werden. Man kann zeigen, dass � eine meromorphe Funktion auf C ist, wel
henur einfa
he Pole in z = 0;�1;�2; : : : mit ResidiuenRes�(�n) = (�1)nn! ; n = 0; 1; 2; : : :besitzt. F�ur z 2 C mit z 6= 0;�1;�2; : : : erf�ullt die Gamma-Funktion die Funktional-glei
hung �(z + 1) = z�(z) und ferner gilt�(z) = Z 10 e�ttz�1dt; Re z > 0:Insbesondere de�niert � auf der re
hten Halbebene fz 2 C : Re z > 0g eine holomorpheFunktion. Weiter gilt(2.1) 1�(x) = �(1� x)� sin(�x) = �(1� x)� �2 sin(�x2 ) 
os(�x2 )�; �1 < x < 0:Setzen wir t = nu, so folgt n�z�(z) = Z 10 e�nttz�1dt:Summieren wir �uber diese Glei
hung �uber alle n 2 N , so folgt(2.2) �(z)�(z) = 1Xn=1 n�z�(z) = 1Xn=1 Z 10 e�nttz�1dt:Unser n�a
hstes Ziel ist es, die obige Summation und Integration zu vertaus
hen. Hierzuist das folgende Lemma n�utzli
h, dessen Beweis wir dem Leser als �Ubungsaufgabe�uberlassen.



2 Die Riemanns
he Zeta-Funktion 832.2 Lemma. a) Es sei a > 1 und S := fz 2 C : Re z � ag und " > 0. Dann existiertÆ 2 (0; 1), so dass f�ur alle z 2 S gilt��� Z �� (et � 1)�1tz�1dt��� < ";sofern nur Æ > � > � > 0 gilt.b) Es sei A 2 R und S := fz 2 C : Re z � Ag und " > 0. Dann existiert Æ > 1, so dassf�ur alle z 2 S gilt ��� Z �� (et � 1)�1tz�1dt��� < ";sofern nur � > � > Æ gilt.2.3 Korollar. a) Gilt 1 < a < A < 1 und S := fz 2 C : a � Re z � Ag, sokonvergiert das Integral Z 10 (et � 1)�1tz�1dtglei
hm�a�ig auf S.b) Gilt A 2 R und S := fz 2 C : Re z � Ag, so konvergiert das IntegralZ 11 (et � 1)�1tz�1dtglei
hm�a�ig auf S.2.4 Satz. F�ur Re z > 1 gilt�(z)�(z) = Z 10 (et � 1)�1tz�1dt:Beweis. Na
h Korollar 2.3 de�niert das obige Integral eine holomorphe Funktion infz 2 C : Re z > 1g. Na
h dem Identit�atssatz gen�ugt es also die obige Glei
hheit f�urz = x > 1 zu zeigen.Na
h Lemma 2.2 existieren �; � 2 R mit � < �, so dassZ �0 (et � 1)�1tx�1dt < "4 ; und Z 1� (et � 1)�1tx�1dt < "4gilt. Ferner, da Pnk=1 e�kt �P1k=1 e�kt = (et � 1)�1 f�ur alle n 2 N gilt, folgt1Xn=1 Z �0 e�nttx�1dt < "4 und 1Xn=1 Z 1� e�nttx�1dt < "4 :



84 Kapitel V Kompaktheit und Konvergenz im Raum der holomorphen FunktionenDie Glei
hung (2.2) liefert zusammen mit der Tatsa
he, dass P e�nt glei
hm�a�ig auf[�; �℄ gegen (et � 1)�1 konvergiert, die Beziehung����(x)�(x)� Z 10 (et � 1)�1tx�1dt��� � "+ ��� 1Xn=1 Z �� e�nttx�1dt� Z �� (et � 1)�1tx�1dt��� < ":Na
h diesen Vorbereitungen wollen wir nun den De�nitionsberei
h der Zeta-Funktion� zun�a
hst auf fz 2 C : Re z > �1g und s
hlie�li
h auf ganz C ausdehnen. Hierzubetra
hten wir die Laurententwi
klung der Funktion z 7! (ez � 1)�1, wel
he dur
h(2.3) 1ez � 1 = 1z � 12 + h(z)f�ur eine in einer Umgebung U von 0 holomorphen Funktion h gegeben ist. Der Term1et�1 � 1t ist somit auf U bes
hr�ankt und das IntegralZ 10 � 1et � 1 � 1t�tz�1dtkonvergiert daher glei
hm�a�ig auf kompakten Teilmengen von fz 2 C : Re z > 0g undstellt dort eine holomorphe Funktion dar. Daher gilt(2.4) �(z)�(z) = Z 10 � 1et � 1 � 1t�tz�1dt+ 1z � 1 + Z 11 tz�1et � 1dt =: G(z):Da der erste und der dritte Term auf der re
hten Seite jeweils holomorphe Funktionenauf fz 2 C : Re z > 0g darstellen, kann man �(z) f�ur Re z > 0 dur
h �(z) := �(z)�1G(z)de�nieren. Damit ist � eine meromorphe Funktion in fz 2 C : Re z > 0g mit einemeinfa
hen Pol in z = 1 mit Residuum Res�(1) = 1.F�ur 0 < Re z < 1 gilt (z � 1)�1 = � Z 11 tz�2dt:Setzen wir dies in die Glei
hung (2.4) ein, so folgt(2.5) �(z)�(z) = Z 10 � 1et � 1 � 1t�tz�1dt; 0 < Re z < 1:Die Glei
hung (2.3) impliziert weiter, dass eine Konstante 
 existiert mit 1et�1� 1t + 12 �
t f�ur alle t 2 (0; 1℄. Deshalb konvergiert das IntegralZ 10 � 1et � 1 � 1t + 12�tz�1dt



2 Die Riemanns
he Zeta-Funktion 85glei
hm�a�ig auf kompakten Teilmengen von fz 2 C : Re z > �1g. Ferner existiert eineKonstante 
 mit 1t � 1et�1 � 
t f�ur alle t � 1; daher konvergiert das IntegralZ 11 � 1et � 1 � 1t�tz�1dtglei
hm�a�ig auf kompakten Teilmengen von fz 2 C : Re z < 1g. Setzt man dieseIntegrale in die Glei
hung (2.5) ein, so folgt(2.6)�(z)�(z) = Z 10 � 1et � 1 � 1t + 12�tz�1dt� 12z + Z 11 � 1et � 1 � 1t�tz�1dt =: G1(z)� 12z ;f�ur 0 < Re z < 1. Da der erste und der dritte Term auf der re
hten Seite jeweilsholomorphe Funktionen auf S1 := fz 2 C : �1 < Re z < 1g darstellen, k�onnen wir �auf S1 dur
h �(z) := ( G1(z)�(z) � 12z�(z) ; z 2 S1 n f0g;�12 ; z = 0de�nieren. Wegen Res�(0) = 1 folgt aus dem Riemanns
hen Hebbarkeitssatz, dass �eine holomorphe Funktion auf ganz S1 ist. Kombinieren wir dies mit (2.4), so ist �(z)nun de�niert f�ur alle z 2 fw 2 C : Rew > �1g und � besitzt in z = 1 einen einfa
henPol. F�ur z 2 S0 := fw 2 C : �1 < Rew < 0g giltZ 11 tz�1dt = �1z :Setzt man dies in die Glei
hung (2.6) ein, so folgt(2.7) �(z)�(z) = Z 10 � 1et � 1 � 1t + 12�tz�1dt; z 2 S0:Benutzt man die Identit�aten1et � 1 + 12 = i2 
ot( it2 ) und 
ot( it2 ) = 2it � 4it 1Xn=1 1t2 + 4n2�2 ;so folgt � 1et � 1 � 1t + 12�1t = 2 1Xn=1 1t2 + 4n2�2 :Einsetzen in (2.7) und Vertaus
hen und Summation und Integration liefert�(z)�(z) = 2 Z 10 � 1Xn=1 1t2 + 4n2�2�tzdt(2.8) = 2(2�)z�1�(1� z) Z 10 tzt2 + 1dt; z 2 S0:



86 Kapitel V Kompaktheit und Konvergenz im Raum der holomorphen FunktionenIst x 2 R \ S0 so folgt dur
h die Substitution s = t2(2.9) Z 10 txt2 + 1dt = 12� 1
os(�x2 );Kombiniert man dies mit den Glei
hungen (2.8), (2.9) und (2.1), so folgt der folgendeSatz.2.5 Satz. (Funktionalglei
hung der Zeta-Funktion).F�ur alle z 2 fw 2 C : �1 < Rew < 0g gilt(2.10) �(z) = 2(2�)z�1�(1� z)�(1� z) sin(�z=2):Genau genommen haben wir bisher die obige Glei
hheit nur f�ur relle x 2 (0; 1) ge-zeigt. Da beide Seiten der obigen Glei
hung jedo
h holomorphe Funktionen im Strei-fen fz 2 C : �1 < Re z < 0g darstellen, folgt die Funktionalglei
hung f�ur allez 2 fw 2 C : �1 < Rew < 0g aus dem Identit�atssatz.Wir k�onnen dieses Argument no
h wie folgt ausdehnen: die re
hte Seite der Funktio-nalglei
hung ist holomorph in der ganzen linken Halbebene fz 2 C : Re z < 0g und wirverwenden die Funktionalglei
hung um �(z) f�ur z mit Re z < 0 zu de�nieren. Somitgilt das folgende Theorem2.6 Theorem. Die so de�nierte Zeta-Funktion ist eine meromorphe Funktion auf ganzC mit einem einizigen Pol in z = 1 der Ordnung 1 und Residuum Res�(1) = 1. F�urz 6= 1 gilt die Funktionalglei
hung (2.10).Da die Funktion z 7! �(1� z) Pole in z = 1; 2; : : : besitzt und da z 7! �(z) holomorphin z = 2; 3; : : : ist, folgt aus der Funktionalglei
hung(2.11) �(1� z) sin(�z=2) = 0; z = 2; 3; : : :Da die Pole von �(1� z) in z = 2; 3; : : : einfa
h sind und da �(z) 6= 0 f�ur diese z gilt,m�ussen alle Nullstellen von (2.11) einfa
h sein. Weiter, da sin(�z=2) 6= 0 gilt f�ur alleungeraden z 2 Z, folgt �(1� z) = 0 f�ur alle z = 3; 5; : : :. Dies bedeutet�(z) = 0 f�ur alle z = �2;�4;�6; : : : :Mit �ahnli
her Argumentation zeigen wir, dass � keine weiteren Nullstellen au�erhalbdes Streifens fz 2 C : 0 � Re z � 1g besitzt.2.7 De�nition. Die Punkte z = �2;�4;�6; : : : hei�en die trivialen Nullstellen derZeta-Funktion; der Streifen fz 2 C : 0 � Re z � 1g wird kritis
her Streifen genannt.



2 Die Riemanns
he Zeta-Funktion 87Wir sind nun in der Lage eine der ber�uhmtesten o�enen Fragen der Mathematik zuformulieren.2.8. Die Riemanns
he Vermutung.Ist z eine Nullstelle der Zeta-Funktion im kritis
hen Streifen, so gilt Re z = 12 .Es ist bekannt, dass � keine Nullstellen z mit Re z = 1 und somit via der Funktio-nalglei
hung au
h keine mit Re z = 0 besitzt. Weiter wei� man, dass unendli
h vieleNullstellen z von � mit Re z = 12 existieren. Es ist jedo
h unbekannt, ob Nullstellen zvon � im kritis
hen Streifen mit Re z 6= 1=2 existieren.Wir bes
hlie�en dieses Kapitel mit dem Eulers
hen Primzahlensatz.2.9 Theorem. (Eulers
her Primzahlensatz).Ist (pn) die Folge der Primzahlen und Re z > 1 so gilt�(z) = 1Yn=1� 11� p�zn �:Beweis. Die geometris
he Reihe impliziert, dass11� p�zn = 1Xj=1 p�jzn ; n � 1gilt. Betra
hten wir f�ur n � 1 Produkte von Termen (1�p�zk )�1 f�ur 1 � k � n, so folgtdur
h Ausmultiplizieren nYk=1� 11� p�zk � = 1Xj=1 n�zj ;wobei in der re
hten Summe nur �uber diejenigen n1; n2; : : : zu summieren ist, in de-ren (eindeutig bestimmte) Primfaktorenzerlegung ledigli
h die Primzahlen p1; p2; : : : ; pkvorkommen. Der Grenz�ubergang n!1 liefert dann die Behauptung. �2.10 Bemerkungen. a) Das obige Produkt Q1n=1 � 11�p�zn � hei�t Euler-Produkt.b) Die Darstellung der Zeta-Funktion als Euler-Produkt zeigt insbesondere dass �(z) 6=0 gilt f�ur alle z 2 C mit Re z > 1.2.11 Bemerkung. Der obige Satz von Euler zeigt insbesondere, dass es unendli
hviele Primzahlen gibt. W�are dies ni
ht so, h�atte das Euler-Produkt f�ur z ! 1 einenendli
hen Grenzwert, im Widerspru
h dazu, dass � na
h Theorem 2.6 in z = 1 einenPol besitzt.



88 Kapitel V Kompaktheit und Konvergenz im Raum der holomorphen FunktionenHadamard und de la Vall�ee-Poussin fanden 1896 unabh�angig voneinander den erstenBeweis des s
hon von Gau� vermuteten Primzahlensatzes, wel
her besagt, dasslimx!1 �(x) log xx = 1gilt. Hierbei bezei
hnet �(x) die Anzahl der Primzahlen p mit p � x. Der Beweisdes Primzahlensatzes benutzt die logarithmis
he Ableitung �0� der Zeta-Funktion undbasiert auf der Tatsa
he, dass diese Funktion abgesehen von einem Pol in z = 1 ho-lomorph auf einer Umgebung der abges
hlossenen Halbebene fz 2 C : Re z � 1g ist.Letzteres ergibt si
h aus dem s
hon oben erw�ahnten Resultat, dass die Zeta-Funktionauf der Geraden Re z = 1 keine Nullstellen besitzt.


