V Kompaktheit und Konvergenz im
Raum der holomorphen Funktionen

Im ersten Abschnitts dieses Kapitels versehen wir den Vektorraum der auf einer offenen
Menge U C C holomorphen Funktionen mit einer geeigneten Metrik und diskutieren
grundlegende Eigenschaften wie Konvergenz und Kompaktheit in diesem metrischen
Raum. Zentrales Resultat dieses Abschnitts ist der Satz von Montel, welcher besagt,
dass man kompakte Mengen K in dem unendlichdimensionalen (topologischen) Vek-
torraum H(U) analog zum Satz von Heine-Borel durch ihre Beschrinktheit und Abge-
schlossenheit charakterisieren kann.

Der anschlielende Abschnitt iiber die Riemannsche Zeta-Funktion beschreibt eines der
beriihmtesten und grofiten offenen Probleme der gesamten heutigen Mathematik. Ei-
ne positive Beantwortung der sogenannten Riemannschen Vermutung hétte zahlreiche
Konsequenzen, insbesondere in der Zahlentheorie.

1 Der Satz von Montel

Es sei U C C eine offene Menge und F' := H(U) der Vektorraum aller auf U holo-
morphen Funktionen. Fiir eine kompakte Menge K C F' definieren wir die Funktion
pr : F'— R durch

p(f) = sup[f(2)].

zeK

Dann ist px eine Halbnorm (vgl. Analysis IT) auf F', d.h. px besitzt fiir alle f,g € F
die folgenden Eigenschaften:

i) pr(Af) = [Apxc(f) fir alle A € C,

i) pr(f +9) < pr(f) +pr(9).
Die folgenden topologischen Begriffe sind fiir diesen Abschnitt zentral.

1.1 Definition. a) Eine Folge (f,,) C F heifit kompakt konvergent gegen f € F, wenn

Tim prc(f = f) =0

7
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fiir jedes Kompaktum K C U gilt.
b) Eine Menge V' C F heifit Umgebung von f € F, falls ein Kompaktum K C U und
ein £ > 0 existieren, derart dass

Vielf)={9€ Fipr(g—f)<etcCV

gilt.

c) Eine Menge V' C F heifit offen, falls fiir alle f € V' die Menge V eine Umgebung
von f ist. Eine Menge A C F heifit abgeschlossen, falls F'\ A offen ist.

d) Ein System {V; : ¢ € I} von Teilmengen von F heiit Fundamentalsystem von
Umgebungen von f € F, falls gilt:

i) jedes V; ist Umgebung von f,

ii) fiir jede Umgebung V' von f existiert ein i € I mit V; C V.

Die Menge aller so definierten offenen Mengen definiert dann eine Topologie auf F,
welche Topologie der kompakten Konvergenz genannt wird. Zum Beispiel ist das System
{Vk.: K C U kompakt,e > 0} ein Fundamentalsystem von Umgebungen von f € F'.
Diese Topologie besitzt ferner die folgenden Eigenschaften.

1.2 Lemma.

a) F ist Hausdorffsch, d.h. fiir alle f,g € F mit f # g existieren Umgebungen V; von
f bzw. Vy von g mit Vi NV, = 0.

b) F ist metrisierbar, d.h. es existiert eine Metrik d auf F, so dass fir jedes f € F
das System {g € F : d(f,g) < e, > 0} ein Fundamentalsystem von Umgebungen von
f st

Beweis. a) Nach Voraussetzung existiert ein Kompaktum K C U mit r := pg(f —g) >

0. Setzt man Vi := Vi (f) und V5 := Vi .(g) mit £ = r/2, so folgt die Behauptung.

b) Durch eine geeignete Wahl von Rechtecken in U kénnen wir eine sogenannte Ausschépfungs-
folge (Kp)nen in U finden, d.h. eine Folge von kompakten Mengen K, in U mit

K, C oK, 1, derart dass fiir ein beliebiges Kompaktum K C U fiir mindestens ein

ng € N K C K, gilt (Ubungsaufgabe!). Ist (K,,) eine solche Ausschépfungsfolge, und

setzt man

d(f,9):=> 2 "min{l,px,(f — 9)},

so ist d eine Metrik auf F'.
O

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Vollstandigkeit des Raumes H(U). Hierzu
definieren wir zunéichst den Begriff der Cauchyfolge in diesem Zusammenhang.
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1.3 Definition. Eine Folge (f,) C F heifit Cauchyfolge in F, wenn fiir jedes ¢ > 0
und jedes Kompaktum K C U ein Ny € N existiert mit

pK(fn _fm) <eg

fiir alle n, m > Nj.
Es gilt dann das folgende Lemma.

1.4 Lemma. Der Vektorraum H(U) ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge in H(U) ist
konvergent.

Beweis. Es sei (f,) eine Cauchyfolge in F' und z, € U. Dann ist K := {2y} kompakt
und zu jedem & > 0 existiert ein Ny € N mit

‘fn(ZO) - fm(zﬂ)| = pK(fn - fm) <e€

fiir alle n, m > Nj. Daher ist (f,(z)) eine Cauchyfolge in C und wegen der Vollsténdig-
keit von C existiert f(zp) := lim, o fn(20) € C fiir alle 2z, € C. Nach Definition der
kompakten Konvergenz konvergiert die Folge (f,) auf jedem Kompaktum K C U
gleichméBig gegen eine Funktion f : U — C. Der Satz von Weierstrafl 7?7 impliziert,
dass f € F gilt, und somit die Behauptung.

0]

Fassen wir alle Eigenschaften des Vektorraums F' und der zugehorigen Topologie zu-
sammen, so gilt das folgende Resultat.

1.5 Satz. Ist U C C offen, so ist H(U) ein vollstandiger, metrischer Raum.

In der Sprache der Funktionalanalysis ist F' sogar ein komplexer Fréchetraum . Da in
metrischen Rdumen die Begriffe ,kompakt“ und ,folgenkompakt® iibereinstimmen, ist
die folgende Definition natiirlich.

1.6 Definition. a) Eine Menge M C F heifit kompakt, falls jede Folge in M eine in
M konvergente Teilfolge besitzt.

b) Eine Menge M C F heifit beschrinkt, falls pi (M) = {px(f) : f € M} C R fiir
jedes Kompaktum K C U beschriankt ist.

Das folgende bemerkenswerte Theorem von Montel besagt, dass man kompakte Mengen
K im unendlichdimensionalen Vektorraum #(U) analog zum Satz von Heine-Borel (vgl.
Analysis T) durch ihre Beschrinktheit und Abgeschlossenheit charakterisieren kann.
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1.7 Theorem. (Satz von Montel).
FEs sei U C C offen. Dann ist eine Menge F C H(U) genau dann kompakt, wenn sie
beschrdinkt und abgeschlossen ist.

Der im Folgenden beschriebene Beweis des Satzes von Montel beruht auf dem, uns
schon aus der Vorlesung ,,Gewohnliche Differentialgleichungen® her bekannten Satz
von Arzela-Ascoli, welchen wir hier wiederum nur zitieren, aber nicht beweisen wollen.

1.8 Satz. (Satz von Arzela-Ascoli).

FEs sei U C C eine offene Menge. Dann ist eine Menge F C C(U,C) genau dann relativ
kompakt, wenn gilt:

a) fiir jedes z € U ist {f(2) : f € F} beschrinkt,

b) F ist gleichgradig stetig in jedem Punkt zy € U.

Der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit ist hierbei wie in der Vorlesung gew&hnliche
Differentialgleichungen definiert. Eine Menge F C C(U, C) heifit gleichgradig stetig in
2o € U, falls zu jedem £ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

f(z) = f(z0)| <€
gilt fiir alle z € U mit |z — zp| < 6 und alle f € F.

Beweis. Ist F C F = H(U) kompakt, so ist F klarerweise abgeschlossen. Ferner, da

K« F'— Rstetig ist, ist px(F) C R eine kompakte Menge in R und somit beschréinkt.
Wir betrachten nun die umgekehrte Aussage. Da F nach Voraussetzung beschréinkt ist,
ist klarerweise die Bedingung a) des Satzes von Arzela-Ascoli erfiillt. Um die Behaup-
tung zu beweisen, geniigt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli also zu zeigen, dass F
in jedem z; € U gleichgradig stetig ist. Hierzu 2y € U und € > 0. Nach Voraussetzung
existieren Konstanten r, M > 0, so dass B,(z)) C U und |f(z)| < M fiir alle z € B,(z)
und alle f € F gilt. Wihlt man 2 € U mit |2 — 2| < /2, f € F und (t) := 2 + re’
fiir ¢ € [0, 27], so gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

) = 1) = \/f ) =l [fOe o

< —|zo — z|.
T

Wihlen wir 0 < min{Z, /57 }, so folgt
|f(20) — f(2)| <e firalle feF,

sofern nur |zg — z| < § gilt.
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1.9 Bemerkung. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass der Satz von Montel im
Reellen falsch ist. Als Gegenbeispiel betrachte man etwa die Menge F := {sinnx :
n € N}. Dann ist F beschrinkt, aber F ist nicht kompakt, da wegen des Satzes von
Arzela-Ascoli die Funktionenmenge F nicht gleichgradig stetig ist.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem Satz von Vitali, einer Folgerung des Satzes
von Montel.

1.10 Korollar. (Satz von Vitali).

Es sei G C C ein Gebiet und M C G eine Menge, welche einen Hdaufungspunkt in G
besitzt. Ist F C H(G) beschrinkt und (f,) C F eine Folge, welche punktweise auf M
konvergiert, so existiert f(z) := limy, o fo(2) fir alle z € G und f : G — C ist eine
holomorphe Funktion.

Beweis. Nach dem Satz von Montel ist F C H(G) kompakt und es geniigt daher zu
zeigen, dass die Folge (f,) hochstens einen Haufungspunkt in #(G) besitzt. Seien aber
f und g zwei Haufungspunkte der Folge (f,), so gilt f|ys = g|a und der Identitéitssatz
impliziert f = g¢.

0

2 Die Riemannsche Zeta-Funktion

Die in diesem Abschnitt beschriebene Riemannsche Zeta-Funktion wurde seit ihrer
Einfiihrung im Jahre 1859 durch B. RIEMANN von Generationen von Mathematikern
intensiv erforscht. Eines der beriihmtesten ungelésten Probleme der gesamten Mathe-
matik besteht darin, die Nullstellen der Zeta-Funktion zu bestimmen.

Wir beginnen mit der Definition der Zeta-Funktion.

Ist 2 € Cund k € N, so gilt |k*| = |e?!°8¥| = eRe(2)logk ynd daher gilt fiir Re (z) > 14-¢

i |kfz‘ S i k*(l‘}'e),
k=1 k=1

welches bedeutet, dass die Reihe Y77 L in H(U) mit U = {Re(z) > 1} lokal

n=1 n?
gleichméfig und absolut gegen eine holomorphe Funktion ¢ konvergiert.

2.1 Definition. Die Riemannsche Zetafunktion ist fiir Re 2z > 1 definiert durch
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Eine weitere Funktion von Interesse in diesem Zusammenhang ist die schon in Analysis
IT eingefiihrte Gamma-Funktion, welche fiir z € C definiert ist durch

e 7

['(z):=

z

[T+,
n=1

wobei die Konstante v so gewihlt ist, dass I'(1) = 1 gilt. Die Konstante v heifit
FEulersche Konstante und kann zu

1 1
v = lim [(1+§+...+ﬁ)—logn]

n—oo

bestimmt werden. Man kann zeigen, dass [' eine meromorphe Funktion auf C ist, welche

nur einfache Pole in z = 0, —1, —2, ... mit Residiuen
_1)n
ReSF(—n):( ) , n=0,1,2,...
n!

besitzt. Fiir z € C mit z # 0, —1, —2, ... erfiillt die Gamma-Funktion die Funktional-
gleichung I'(z + 1) = 2I'(2) und ferner gilt

I'(2) :/ e 't 'dt, Rez>0.
0

Insbesondere definiert " auf der rechten Halbebene {z € C : Rez > 0} eine holomorphe
Funktion. Weiter gilt

(2.1) ( = ° sin(mz) =
Setzen wir t = nu, so folgt
n~*T(z) = / e "Mt
0

Summieren wir iiber diese Gleichung iiber alle n € N, so folgt

(2.2) (()T(2)=> nT(z) =) /0 T entigy

Unser néchstes Ziel ist es, die obige Summation und Integration zu vertauschen. Hierzu
ist das folgende Lemma niitzlich, dessen Beweis wir dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.
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2.2 Lemma. a) Fs seia > 1 und S := {2 € C: Rez > a} und ¢ > 0. Dann existiert
§ € (0,1), so dass fiir alle z € S gilt

B
‘/ (e! — 1)_1tz_1dt‘ <&,
sofern nur 6 > > a > 0 gilt.

b) Essei A€ Rund S :={z€ C:Rez < A} und e > 0. Dann existiert § > 1, so dass
fir alle z € S gilt

B
‘/ (e — 1)’1tz’1dt‘ <e,
[0}

sofern nur > a > 9§ gilt.

2.3 Korollar. a) Gilt 1 < a < A< oo und S := {2 € C:a < Rez < A}, so
konvergiert das Integral
/ (e' — 1) ' tat
0
gleichmdfig auf S.
b) Gilt A€ R und S :={z € C:Rez < A}, so konvergiert das Integral

/ (e' — 1) ' tat
1

gleichmdjig auf S.

2.4 Satz. Fir Rez > 1 gilt

()0 (2) = /Uoo(et C ),

Beweis. Nach Korollar 2.3 definiert das obige Integral eine holomorphe Funktion in
{z € C: Rez > 1}. Nach dem Identitéitssatz geniigt es also die obige Gleichheit fiir
z =z > 1 zu zeigen.

Nach Lemma 2.2 existieren «, € R mit a < (3, so dass

“ £ o £
/ (e" —1)""*"'dt < -, und / (e = 1)~ dt < —
' 1 5 1

gilt. Ferner, da Y _, e™* <37 e = (¢! — 1)7! fiir alle n € N gilt, folgt

o0 o 6 o0 o0 6
Z/ e Mgt < 1 und Z/ e " < T
n=1 0 n=1 B
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—nt

Die Gleichung (2.2) liefert zusammen mit der Tatsache, dass ) e~ gleichméfig auf

[, B] gegen (e' — 1)~! konvergiert, die Beziehung
B

00 e B
‘((x)F(x)—/ (e 1)~ §s+‘2/ e—"ttfv—ldt—/ (e = 1)1dt| < 2.
0 n=1"72

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun den Definitionsbereich der Zeta-Funktion
¢ zunédchst auf {z € C : Rez > —1} und schlieBlich auf ganz C ausdehnen. Hierzu
betrachten wir die Laurententwicklung der Funktion z — (e* — 1)~', welche durch

—l+h(z)

(2.3) =

1 _1
e—1 =z

fiir eine in einer Umgebung U von 0 holomorphen Funktion A gegeben ist. Der Term

L List somit auf U beschrinkt und das Integral

et—1 t
1
1 1
/ ( - ——)tz—ldt

konvergiert daher gleichmiflig auf kompakten Teilmengen von {z € C: Rez > 0} und
stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Daher gilt

(2.4) C(Z)F(z):/ol( L _l)tz—ldH

et—1 ¢t

o0 tzfl
+/ dt =: G(z).
1 ].

z— et —

Da der erste und der dritte Term auf der rechten Seite jeweils holomorphe Funktionen
auf {z € C: Rez > 0} darstellen, kann man ((z) fiir Re 2 > 0 durch {(z) := T'(2) 'G(z)
definieren. Damit ist ¢ eine meromorphe Funktion in {z € C : Rez > 0} mit einem
einfachen Pol in z = 1 mit Residuum Res¢(1) = 1.

Fir 0 < Rez < 1 gilt
(z—1)1'= —/ t*2dt.
1

Setzen wir dies in die Gleichung (2.4) ein, so folgt

(2.5) C(2)T(2) = /00 (et ! [ %)tZIdt, 0<Rez< 1.
. _

Die Gleichung (2.3) impliziert weiter, dass eine Konstante ¢ existiert mit - — 1+
ct fiir alle ¢ € (0,1]. Deshalb konvergiert das Integral

1
1 1 1
— 4+ ) e
/0<et—1 t+2>

<

N[ —
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gleichméBig auf kompakten Teilmengen von {z € C: Rez > —1}. Ferner existiert eine
Konstante ¢ mit % — etl < ¢ fiir alle ¢ > 1; daher konvergiert das Integral

—1
© 1 1

/ ( — —)tz_ldt
;o \et—1 ¢t

gleichméBig auf kompakten Teilmengen von {z € C : Rez < 1}. Setzt man diese
Integrale in die Gleichung (2.5) ein, so folgt
(2.6)
oo 11 1 *r1 1 1
v [ (- e D Lo [T - Y- L
Core) = [ (am-1+ +/ ; (2

2 22 et — 1 22

fiir 0 < Rez < 1. Da der erste und der dritte Term auf der rechten Seite jeweils
holomorphe Funktionen auf S; := {z € C: —1 < Rez < 1} darstellen, kénnen wir ¢
auf S; durch

G(z
C(Z) = { F(()) - 2z1“1(z)’ Z €5 \ {0}7

2
1 _
5 z=0

definieren. Wegen Resr(0) = 1 folgt aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz, dass ¢
eine holomorphe Funktion auf ganz S; ist. Kombinieren wir dies mit (2.4), so ist ((z)
nun definiert fiir alle z € {w € C: Rew > —1} und ¢ besitzt in 2z = 1 einen einfachen
Pol. Fiir z € Sy :={w € C: —1 < Rew < 0} gilt

o
1
/ Tt = ——.
1 z

Setzt man dies in die Gleichung (2.6) ein, so folgt

(2.7) C(A)T(2) = /OOO (et 1_ - - % + %)tZIdt, 2 € S

Benutzt man die Identititen

1 1 i it it 2 > 1
— = —cot(= d t(=)=——4dity ———
g1 T3 =gotly) und cot(o) = Z;t2+4n27r2’

so folgt
1 1 1\1 > 1
_— 4+ —)=-=2 _ .
<et—1 t+2>t ;t2+4n27r2

Einsetzen in (2.7) und Vertauschen und Summation und Integration liefert

(2.8) C(T(2) = QAm(im>tzdt

_ 2(27r)z_1C(1—z)/

0o 241

o0 tz

dt, z € Sy.
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Ist z € RN Sy so folgt durch die Substitution s = ¢2

o r 1 1
(2.9) / o=,
0 2

2 +1 cos 2

Kombiniert man dies mit den Gleichungen (2.8), (2.9) und (2.1), so folgt der folgende
Satz.

2.5 Satz. (Funktionalgleichung der Zeta-Funktion).
Fiir alle z € {w € C: —1 < Rew < 0} gilt

(2.10) C(2) =2(2m)*7'T(1 — 2)¢(1 — 2) sin(72/2).

Genau genommen haben wir bisher die obige Gleichheit nur fiir relle z € (0,1) ge-
zeigt. Da beide Seiten der obigen Gleichung jedoch holomorphe Funktionen im Strei-
fen {z € C: —1 < Rez < 0} darstellen, folgt die Funktionalgleichung fiir alle
z€{weC:—1<Rew < 0} aus dem Identitéitssatz.

Wir kénnen dieses Argument noch wie folgt ausdehnen: die rechte Seite der Funktio-
nalgleichung ist holomorph in der ganzen linken Halbebene {z € C: Re z < 0} und wir
verwenden die Funktionalgleichung um ((z) fiir 2 mit Rez < 0 zu definieren. Somit
gilt das folgende Theorem

2.6 Theorem. Die so definierte Zeta-Funktion ist eine meromorphe Funktion auf ganz
C mit einem einizigen Pol in z = 1 der Ordnung 1 und Residuum Res¢(1) = 1. Fur
z # 1 gilt die Funktionalgleichung (2.10).

Da die Funktion z — I'(1 — z) Pole in z = 1,2, ... besitzt und da z — ((z) holomorph
in z =2,3,... ist, folgt aus der Funktionalgleichung

(2.11) ¢(1—2)sin(rz/2) =0, z2=2,3,...

Da die Pole von I'(1 — z) in z = 2,3, ... einfach sind und da ((z) # 0 fiir diese z gilt,
miissen alle Nullstellen von (2.11) einfach sein. Weiter, da sin(7z/2) # 0 gilt fiir alle
ungeraden z € Z, folgt (1 — z) = 0 fiir alle z = 3,5,.... Dies bedeutet

((2)=0 firalle z=-2-4,—6,....

Mit dhnlicher Argumentation zeigen wir, dass ( keine weiteren Nullstellen auflerhalb
des Streifens {z € C: 0 < Rez < 1} besitzt.

2.7 Definition. Die Punkte z = —2, -4, —6,... heiflen die trivialen Nullstellen der
Zeta-Funktion; der Streifen {z € C: 0 < Rez < 1} wird kritischer Streifen genannt.
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Wir sind nun in der Lage eine der beriihmtesten offenen Fragen der Mathematik zu
formulieren.

2.8. Die Riemannsche Vermutung.

Ist z eine Nullstelle der Zeta-Funktion im kritischen Streifen, so gilt Re z = %

Es ist bekannt, dass ( keine Nullstellen z mit Rez = 1 und somit via der Funktio-

nalgleichung auch keine mit Rez = 0 besitzt. Weiter weifl man, dass unendlich viele
1

Nullstellen z von ¢ mit Re 2z = 5 existieren. Es ist jedoch unbekannt, ob Nullstellen z

von ( im kritischen Streifen mit Re z # 1/2 existieren.

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit dem Fulerschen Primzahlensatz.

2.9 Theorem. (Eulerscher Primzahlensatz).
Ist (pn) die Folge der Primzahlen und Rez > 1 so gilt

(=) =f[1(1_1p5z)-

Beweis. Die geometrische Reihe impliziert, dass

1
1—p*

o0
=>» p’%5 n>1
j=1

gilt. Betrachten wir fiir n > 1 Produkte von Termen (1 —p, *)~! fiir 1 < k < n, so folgt

durch Ausmultiplizieren
n

1 o
— -z

wobei in der rechten Summe nur iiber diejenigen ni,ng,... zu summieren ist, in de-
ren (eindeutig bestimmte) Primfaktorenzerlegung lediglich die Primzahlen py, po, . .., p
vorkommen. Der Grenziibergang n — oo liefert dann die Behauptung.

O

2.10 Bemerkungen. a) Das obige Produkt [[>7, (#) heiit Euler-Produkt.

b) Die Darstellung der Zeta-Funktion als Euler-Produkt zeigt insbesondere dass ((z) #
0 gilt fiir alle z € C mit Rez > 1.

2.11 Bemerkung. Der obige Satz von Euler zeigt insbesondere, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt. Wire dies nicht so, hédtte das Euler-Produkt fiir 2 — 1 einen
endlichen Grenzwert, im Widerspruch dazu, dass ( nach Theorem 2.6 in z = 1 einen
Pol besitzt.
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Hadamard und de la Vallée-Poussin fanden 1896 unabhingig voneinander den ersten
Beweis des schon von Gaufl vermuteten Primzahlensatzes, welcher besagt, dass

7(x)logx

lim =1

T—00 x
gilt. Hierbei bezeichnet 7(z) die Anzahl der Primzahlen p mit p < x. Der Beweis
des Primzahlensatzes benutzt die logarithmische Ableitung ¢ der Zeta-Funktion und
basiert auf der Tatsache, dass diese Funktion abgesehen von einem Pol in z = 1 ho-
lomorph auf einer Umgebung der abgeschlossenen Halbebene {z € C : Rez > 1} ist.
Letzteres ergibt sich aus dem schon oben erwihnten Resultat, dass die Zeta-Funktion
auf der Geraden Re z = 1 keine Nullstellen besitzt.



