
4 Der Residuensatz 654 Der ResiduensatzDer Residuensatz ist die Verallgemeinerung des Cau
hys
hen Integralsatzes auf Funk-tionen mit isolierten Singularit�aten und besitzt als sol
her zahlrei
he Anwendungen inder gesamten Analysis. Im Beweis f�uhren wir seine Aussage via der Laurentdarstellungauf den Cau
hys
hen Integralsatz zur�u
k.Genauer gesagt, sei U � C o�en, f : U ! C eine bis auf isolierte Singularit�atenholomorphe Funktion, wel
he in fz 2 C : 0 < jz � z0j < rg in ihre Laurentreihef(z) =P1n=�1 an(z � z0)n entwi
kelt sei, wobei r so gew�ahlt ist, dass f h�o
hstens inz0 eine isolierte Singularit�at besitzt.Wir beginnen mit der f�ur diesen Abs
hnitt zentralen De�nition des Residiums.4.1 De�nition. In der obigen Situation hei�t Resf (z0) := a�1 das Residuum von f inz0.4.2 Bemerkung. Na
h Theorem 1.2 giltResf (z0) = 12�i Zjz�z0j=% f(z)dz; 0 < % < r:Wir erl�aurern unsere De�nition anhand der folgenden Beispiele.4.3 Beispiele.a) Ist !f (z0) � �1, so gilt Resf (z0) = limz!z0(z � z0)f(z):Es gilt n�amli
h f(z) = a�1z�z0 + g(z) f�ur eine holomorphe Funktion g und somit ist(z � z0)f(z) = a�1 + a0(z � z0) + g(z)(z � z0). Insbesondere besitzti) die Funktion z 7! 1z�z0 in z0 das Residuum 1,ii) und z 7! 1z(z�i)2 in 0 das Residuum �1.b) Gilt !f(z0) � 0, so folgt Resf (z0) = 0.
) Eine meromorphe Funktion f 2 M(U) hei�t Ni
htnullteiler in M(U), falls f�ur alleg 2 M(U) mit g 6� 0 gilt: fg 6= 0. F�ur eine sol
he Funktion und z0 2 U giltResf 0=fz0 = !f(z0):Beweis als �Ubungsaufgabe!d) Ist z0 2 U ein einfa
her Pol von f : U ! C und ist g holomorph in z0, so giltResfg(z0) = g(z0)Resf(z0):
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hnise) Ist f : U ! C holomorph mit einer einfa
hen Nullstelle in z0 2 U und ist g in z0holomorph mit g(z0) 6= 0, so gilt Resg=f(z0) = g(z0)f 0(z0) :f) Besitzt f : U ! C in z0 2 U einen Pol der Ordnung m 2 N, so gilt f�ur g de�niertdur
h g(z) := (z � z0)mf(z)Resf(z0) = 1(m� 1)!g(m�1)(z0):Wie empfehlen den Beweis der Aussagen d)e) und f) als �Ubungsaufgaben dur
h-zuf�uhren.Das folgende Theorem ist das Hauptergebnis dieses Abs
hnitts.4.4 Theorem. (Residuensatz).Es sei U � C eine o�ene Menge, S � M diskret und f : U n S ! C eine holomorpheFunktion. Ist 
 ein nullhomologer Zyklus in U mit spur(
) \ S = ;, so giltZ
 f(z)dz = 2�iX!2S Ind(
; !)Resf (!):Es ist interessant zu bemerken, dass die obige Summe endli
h ist, da Ind(
; !) 6= 0 nurf�ur endli
h viele Singularit�aten von f gilt.Beweis. Es seien z1; : : : ; zm die isolierten Singularit�aten von f mit Ind(
; zi) 6= 0. DieLaurentreihe von f um zi lautetf(z) = 1Xn=�1 an(z � zi)n = �1Xn=�1 an(z � zi)n + 1Xn=0 an(z � zi)n:Bezei
hnet man den ersten Summanden auf der re
hten Seiten mit hi(z), so ist hiholomorph auf C nfzig und somit ist f �Pmi=1 hi holomorph auf C n S. Na
h demCau
hys
hen Integralsatz gilt dannZ
 f(z)dz = mXi=1 Z
 hi(z)dz = mXi=1 Z
 �1Xn=�1 an;i(z � zi)ndz= mXi=1 �1Xn=�1Z
 an;i(z � zi)ndz = mXi=1 a�1;i Z
 1z � zidz= mXi=1 Resf (zi)Ind(
; zi)2�i: �



4 Der Residuensatz 67Im Folgenden wollen wir anhand von Beispielen aufzeigen, wie der Residuensatz zurBestimmung von reellen Integralen verwendet werden kann. Das Grundprinzip bestehtdarin, das reelle Integrationsintervall in Beziehung zu einem ges
hlossenen Integrati-onsweg in C zu setzen, f�ur den si
h dann das Integral verm�oge des Residuensatzesauswerten l�asst.4.5 Beispiele.Beispiel 1.Wir bestimmen den Wert des IntegralsZ �0 12 + 
os tdtmit Hilfe des Residuensatzes. Zun�a
hst giltI := Z �0 12 + 
os tdt = 12 Z 2�0 12 + 
os tdt = 12 Z 2�0 12 + 12(eit + e�it)dt:W�ahlt man den Weg 
 : [0; 2�℄ ! C ; t 7! eit, so gilt na
h De�nition des Kurveninte-grals I = 12 1i Zjzj=1 12 + 12(z + z�1) 1z dz = 1i Zjzj=1 1z2 + 4z + 1dz= 1i Zjzj=1 1(z � z1)(z � z2)dz mit z1;2 = �2�p3:. Der Residuensatz impliziert, dassI = 2�i1i 2Xj=1 Ind(
; zj)Resf(zj)gilt. Da Ind(
; z2) = 0 und Ind(
; z1) = 1 ist, folgtI = 2�Resf(z1)mit f(z) = 1(z�z1)(z�z2) . Na
h Beispiel 4.3a) giltResf(z1) = limz!z1(z � z1)f(z)) = limz!z1 1z1 � z2 = 1z1 � z2 = 12p3 :und somit gilt Z �0 12 + 
os tdt = �p3 :
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hnisBeispiel 2.Die soben angewandte Methode l�a�t si
h ohne Probleme auf Integrale der FormI = Z 2�0 R(
os t; sin t)dt mit R(x; y) = P (x; y)Q(x; y)f�ur Polynome P und Q mit Q 6= 0 verallgemeinern. Setzt man wie oben 
(t) = eit undber�u
ksi
htigt die Identit�aten 
os t = 12(eit + e�it) bzw. sin t = 12i(eit � e�it), so giltI = 1i Zjzj=1 1zR�12(z + z�1); 12i(z � z�1)�dz = 2� Xj!j<1Resh(!);mit h(z) = 1zR�12(z + z�1); 12i(z � z�1)�.Beispiel 3.Es sei R = PQ eine rationale Funktion derart, dass auf R keine Pole von R liegen unddass grad Q � grad P + 2 gilt. Dann giltZ 1�1R(x)dx = XIm z>0ResR(z)2�i:Um diese Aussage herzuleiten, betra
hten wir den Weg 
r : [0; �℄! C ; 
(t) = reit.
Na
h dem Residuensatz gilt dannZ[�r;r℄R(z)dz + Z
r R(z)dz = 2�i XIm z>0ResR(z):Na
h Voraussetzung gilt jR(z)j � Cjzj2 f�ur jzj gro� genug, wel
hes bedeutet, dassj Z
r R(z)dzj � �r Cr2 = �Cr r!1�! 0gilt. Daher folgt Z 1�1R(x)dx = 2�i XIm z>0ResR(z):



4 Der Residuensatz 69Beispiel 4.Betra
htet man speziell die rationale Funktion R gegeben dur
h R(x) = x21+x4 , so giltZ 1�1 x21 + x4dx = �p2 :Die Funktion R erf�ullt die Voraussetzungen von Beispiel 3; genauer gesagt sind z1 =ei�=4; z2 = e3i�=4; z3 = e5i�=4; z4 = e7i�=4 die Pole von R.
Diese sind alle von erster Ordnung und z1 sowie z2 liegen in der oberen Halbebene. Wirbere
hnen die zugeh�origen Residuen zuResR(z1) = limz!z1(z � z1) z2(z � z1)(z � z2)(z � z3)(z � z4) = z21(z1 � z2)(z1 � z3)(z1 � z4)ResR(z2) = limz!z2(z � z2) z2(z � z1)(z � z2)(z � z3)(z � z4) = z22(z2 � z1)(z2 � z3)(z2 � z4) ;und veri�zieren, dass ResR(z1) + ResR(z2) = 12p2i gilt. Daher gilt na
h Beispiel 3Z 1�1 x21 + x4dx = �p2 :Beispiel 5.In analoger Weise zeigen wir, dassI = Z 1�1 px+ i1 + x2 dx = �(1 + i)gilt. Betra
htet man in diesem Fall die Funktion R gegeben dur
h R(z) = pz+i1+z2 , so giltI = 2�iResR(i) = 2�i limz!i(z � i) pz + i(z � i)(z + i) = 2�ip2i2i = �(1 + i):Beispiel 6.In diesem Beispiel bere
hnen wir Integrale der FormZ 1�1 
os xa2 + x2dx = Re Z 1�1 eixa2 + x2dx
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hnisf�ur a > 0 mit Hilfe des Residuensatzes. O�enbar besitzt die Funktion R gegeben dur
hR(x) = 1a2+x2 die beiden einfa
hen Pole �ia. Wir w�ahlen als Weg 
 den in der Skizzeangegebenen Weg,
d.h. f�ur t 2 [0; 1℄ sowie r > 0 und s > a setzen wir
1(t) := r + ist; 
2(t) := is + r(1� 2t); 
3(t) := �r + is(1� t); 
4(t) := �r + 2tr:Na
h dem Residuensatz gilt dannZ
1+
2+
3+
4 R(z)eizdz = 2�iResRei�(ia);mit R(z) = 1a2+z2 . Wir betra
hten zun�a
hst das Integral bez�ugli
h 
1. Es gilt dann��� Z
1 R(z)eizdz��� = ��� Z 10 R(r + ist)eir�stisdt��� � Z 10 jR(r + ist)e�stsjdt� supt2[0;1℄ jR(r + ist)j Z 10 e�stdts � 1r2 (e�s � 1)� Cr2 r!1�! 0:Analog zeigen wir ��� Z
3 R(z)eizdz��� � Cr2und erhalten ferner��� Z
2 R(z)eizdz��� � Z 10 ��R(is + r(1� 2t))��e�s2rdt � 2re�ss :W�ahlen wir speziell s = r, so giltlimr!1Z
2 R(z)eizdz = 0:Wir bestimmen s
hlie�li
h das Residium von R(�)ei� in ia viaResRei�(ia) = limz!ia(z � ia) eiz(z � ia)(z + ia) = e�a2ia :



4 Der Residuensatz 71Betra
hten wir den Spezialfall a = 1, so gilt zusammenfassendZ 1�1 eix1 + x2dx = 2�i 12ie = �e ;und daher au
h Z 1�1 
os x1 + x2dx = �e :Beispiel 7.Zuletzt betra
hten wir Integrale der FormZ 10 x�R(x)dx;wobei � 2 (0; 1) und R = PQ eine rationale Funktion mit grad(Q) � grad(P )+2 sei undR keine Pole in (0;1), aber einen Pol erster Ordnung in 0 habe. Ein konkretes Beispielist R(x) = 1x(x+1) . Der zur Bere
hnung sol
her Integrale typis
her Weise verwandte Wegist ein sogenannter S
hl�ussello
hweg 
.
Der Weg 
 setzt si
h also zusammen aus 
1 auf der Geraden Im z = ", einem positivdur
hlaufenden Kreisbogen 
2 um 0 mit Radius r, dem Weg 
3 auf der Geraden Im z =�" und einem negativ zu dur
hlaufenden Kreisbogen 
4 um 0 mit Radius %. Wir k�onnenr so gro� und " bzw. % so klein w�ahlen, dass alle Pole von R mit Ausnahme der 0 imInneren von 
 := 
1 + 
2 + 
3 + 
4 liegen. In G := C n[0;1) werde der Zweig derPotenzfunktion z� mit arg z 2 (0; 2�) gew�ahlt.Setzt man h(z) = R(z)z�, so gilt na
h dem ResiduensatzZ
 h(z)dz = 2�iXz2GResh(z):Wir beginnen mit dem Integral bez�ugli
h 
2 und sehen, dass �� R
2 h(z)dz�� � 2�r Cr2 r� �Cr��1 gilt. Daher gilt limr!1 lim"!0Z
2 z�R�(z)dz = 0:
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hnisWeiter gilt �� R
4 h(z)dz�� � 2�%C% %� � C%� ; und somitlim%!0 lim"!0Z
4 h(z)dz = 0:Ferner, da limy!0;y>0(x� iy)� = x�e2�i�ist, giltlim"!0Z
1 h(z)dz = Z r% x�R(x)dx sowie lim"!0Z
3 h(z)dz = �e2�i� Z r% x�R(x)dx:Insgesamt erhalten wir alsoZ
 h(z)dz r!1;%!0;"!0�! (1� e2�i�) Z 10 x�R(x)dx:und somit Z 10 x�R(x)dx = 11� e2�i� 2�iXz 6=0 Resh(z); h(z) = z�R(z):Beispiel 8.Betra
hten wir speziell die Funktion R gegeben dur
h R(x) = 1x(x+1) , so folgtZ 10 x��11 + xdx = �sin(��) ;da f�ur das obige Integral mit h(z) = R(z)z�Z 10 x�R(x)dx = 2�i1� e2�i�Resh(�1) = � 2�i1� e2�i� ei�� = �sin(��)gilt.4.6 Bemerkung. Es ist verlo
kend, den Wert des Gau�s
hen IntegralsZ 1�1 e�t2dt = p�mittels des Residuensatzes direkt zu bestimmen. Da die Funktion z 7! e�z2 jedo
h aufganz C holomorph ist, betra
hten wir die Hilfsfunktion g 2 M(C ) gegeben dur
hg(z) := e�z21 + e�2az mit a = 1 + ip�=2 :



4 Der Residuensatz 73Wegen a2 = i� folgt g(z)� g(z + a) = e�z2 :und g besitzt genau an den Stellen �12a + na; n 2 Z einfa
he Pole. De�niert man denWeg 
 wie in der folgenden Skizze,
so liegt nur der Punkt a=2 im Innern von 
. Weiter giltResg(a=2) = e�a2=4�2ae�a2 = �i2p� :Die obige Relation f�ur g impliziert mit dem Residuensatz daherZ s�r e�x2dx+ Z
1 g(z)dz + Z
2 g(z)dz = 2�iResg(a=2) = p�:Da die Integrale l�angs 
1 und 
2 f�ur wa
hsendes s; r na
h 0 konvergieren, folgt dieBehauptung.Die wohl wi
htigste Konsequenz des Residuensatzes innerhalb der Funktionentheorieist eine Anzahlformel f�ur Null- und Polstellen meromorpher Funktionen. Im Folgendenzeigen wir zun�a
hst, dass si
h mittels des Residuensatzes die Anzahl der Nullstellendur
h ein Integral ausdr�u
ken l�asst. Wir f�uhren dazu den Begri� der Vielfa
hheit einerNullstelle ein.4.7 De�nition. Eine Funktion f 2 H(U) hat in z0 2 U eine Nullstelle der Vielfa
hheitk 2 N , falls !f(z0) = k gilt und somitf (n)(z0) = 0 f�ur 1 � n � k � 1 und f (k)(z0) 6= 0:ist. In diesem Fall nennnt man z0 au
h k-fa
he Nullstelle von f . Gilt f (n)(z0) = 0 f�uralle n 2 N0 , so hei�t z0 Nullstelle der Ordnung 1.Wir betra
hten zun�a
hst eine holomorphe Funktion f mit einer Nullstelle in a 2 C derVielfa
hheit � < 1. Dann ist die Funktion z 7! f 0(z)f(z) in der N�ahe von a meromorph.Die Darstellung f(z) = (z � a)�g(z) mit einer in einer Umgebung von a holomorphenFunktion g, wel
he g(a) 6= 0 erf�ullt, impliziertf 0(z)f(z) = �z � a + g0(z)g(z) :
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hnisDa g0=g in einer Umgebung von a holomorph ist, gilt Resf 0=f (a) = �. Diese �Uberlegungl�asst si
h lei
ht auf meromorphe Funktionen verallgemeinern. Hat n�amli
h f in b einenPol der Ordnung �, so besitzt f 0=f in b einen einfa
hen Pol mit Residium ��, daf(z) = (z � b)��g(z) gilt.Der Residuensatz impliziert nun folgendes Resultat.4.8 Satz. Es sei U � C o�en und f : U ! C eine meromorphe, ni
ht konstanteFunktion. Bezei
hnet man mit a1; a2; : : : und b1; b2; : : : die Null- bzw. Polstellen vonf der Ordnung �(aj) bzw. �(bj), so gilt f�ur jeden nullhomologen Zyklus 
 in U mitspur(
) \ fa1; a2; : : :g = ; und spur(
) \ fb1; b2; : : :g = ;12�i Z
 f 0(z)f(z) dz =Xj Ind(
; aj)�(aj)�Xj Ind(
; bj)�(bj):Wir bemerken, dass die im obigen Satz auftretenden Summen endli
h sind, da dieMenge aller z 2 C , f�ur wel
he Ind(
; z) 6= 0 gilt, relativ kompakt in U ist und dahernur endli
h viele Null- bzw. Polstellen von f enthalten kann.Der obige Satz impliziert als Folgerung die sogenannte Anzahlformel f�ur Null- undPolstellen. Bezei
hnen wir mitN := Anzf(0; Int(
)) bzw: P := Anzf(1; Int(
));die mit Vielfa
hheit gez�ahlte Anzahl der Null- bzw. Polstellen von f in Int(
), so giltdas folgende Korollar. Ein ges
hlossener Weg 
 hei�t im Folgenden einfa
h ges
hlossen,falls Int(
) 6= ; und Ind(
; z) = 1 f�ur alle z 2 Int(
) gilt. Speziell gilt f�ur einfa
hges
hlossene und in einer o�enen Menge U nullhomologe Wege 
 f�ur f 2 H(U) stetsf(z) = 12�i Z
 f(�)� � z d�; z 2 Int(
):4.9 Korollar. (Anzahlformel f�ur Null- und Polstellen).Es sei f : U ! C eine meromorphe Funtkion mit nur endli
h vielen Null- und Polstellenin U und 
 ein einfa
h ges
hlossener und in U nullhomologer Weg, so dass f aufspur(
) null- und polstellenfrei ist. Dann gilt12�i Z
 f 0(z)f(z) dz = N � P:Wir bes
hlie�en diesen Abs
hnitt mit einer weiteren Konsequenz des Satzes 4.8, demklassis
hen Satz von Rou
h�e. Dieser ist na
h dem franz�osi
hen Mathematiker Eug�eneROUCH�E (1832-1910) benannt.



4 Der Residuensatz 754.10 Satz. (Satz von Rou
h�e).Es seien f; g : U ! C holomorphe Funktionen und 
 ein einfa
h ges
hlossener, in Unullhomologer Weg mit(4.1) jf(z)� g(z)j < jg(z)j; f�ur alle z 2 spur(
):Dann haben f und g im Innern von 
 glei
h viele Nullstellen (mit Vielfa
hheit gez�ahlt),d.h. es gilt Anzf(0; Int(
)) = Anzg(0; Int(
)):Beweis. Wir nehmen oBdA an, dass f und g nur endli
h viele Nullstelllen in U haben.Na
h Voraussetzung existiert eine Umgebung V � U von spur(
), so dass h := f=g inV holomorph und jh(z)� 1j < 1 f�ur z 2 Vgilt. Damit ist log h in V wohlde�niert und ist dort die Stammfunktion von h0=h. Wegenh0=h = f 0=f �g0=g und da f und g na
h Voraussetzung auf spur(
) nullstellenfrei sind,folgt 0 = 12�i Z
 f 0(z)f(z) dz � 12�i Z
 g0(z)g(z) dz:Die Behauptung folgt daher aus Korollar 4.9. �4.11 Bemerkung. Die Aussage des Satzes von Rou
h�e gilt bereits dann, wenn mananstelle der Bedingung 4.1 die s
hw�a
here Bedingungjf(z)� g(z)j < jf(z)j+ jg(z)j f�ur alle z 2 spur(
)fordert.4.12 Bemerkungen.Der Satz von Rou
h�e besitzt vers
hiedenste Anwendungen in der Mathematik.a) Das Polynom f(z) = zn hat in z = 0 eine n-fa
he Nullstelle. Ist q ein Polynom vomGrade h�o
hstens n� 1, so existiert ein R > 0 mitjf(z)j > jq(z)j f�ur alle z 2 C mitjzj > R:Na
h dem Satz von Rou
h�e besitzt das Polynom p(z) = zn + q(z) also genau n Null-stellen in BR(0), der Vielfa
hheit na
h gez�ahlt. Dies liefert also einen weiteren Beweisdes Fundamentalsatzes der Algebra.b) Den Satz von Rou
h�e kann man ferner au
h benutzen um Informationen �uber dieLage von Nullstellen von Polynomen zu gewinnen. Betra
htet man zum Beispiel das
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hnisPolynom p(z) = z4 � 4z + 2 in B1(0) � C , so gilt jz4j = 1 < 2 � j � 4z + 2j f�ur allez 2 C mit jzj = 1. Also hat p in B1(0) ebensoviele Nullstellen wie q(z) = �4z + 2,n�amli
h genau eine.
) Man kann au
h Informationen �uber die Nullstellen einer Funktion aus der Kenntnisder Nullstellen der Taylorpolynome gewinnen. Genauer gesagt sei p ein Polynom vomGrade � n� 1 und es gelte f(z) = p(z) + zng(z) f�ur holomorphe Funktionen f und gin einer Umgebung von Br(0). Gilt rnjg(z)j < jp(z)j f�ur alle z 2 �Br(0), so haben fund p in Br(0) glei
h viele Nullstellen.Der Satz von Rou
h�e impliziert ferner den folgenden Satz von Hurwitz, einem "Erhal-tungssatz f�ur Nullstellen\.4.13 Satz. (Satz von Hurwitz).Ist (fn) eine Folge von in einem Gebiet G � C holomorphen und nullstellenfreienFunktionen, die in jeder kompakten Teilmenge von G glei
hm�a�ig gegen f : G ! Ckonvergiert, so ist f entweder identis
h null oder nullstellenfrei in G.Beweis. a) Zun�a
hst sei G = D eine Kreiss
heibe. Dann gilt " := minz2�Dfjf(z)jg > 0.W�ahlen wir ND so gross, dass jfn � f j�D < " f�ur alle n > ND gilt, so folgtjfn(z)� f(z)j < jf(z)j f�ur alle z 2 �Df�ur alle n � ND. Die Behauptung f�ur Kreiss
heiben D folgt nun direkt aus dem Satzvon Rou
h�e.b) Ist G � C ein beliebiges Gebiet, so besitzt f wegen des Identit�atssatzes im Kompak-tum G nur endli
h viele Nullstellen. Daher gibt es paarweise disjunkte Kreiss
heibenD1; : : : ; Dk in G, k 2 N , so dass f im Kompaktum K := GnfD1[ : : :[Dkg keine Null-stellen besitzt. Daher sind bis auf endli
h viele Indizes alle Funktionenfn nullstellenfreiin K. Die Behauptung folgt nun aus der bereits in a) bewiesenen Aussage. �Eine Konsequenz dieses Satzes ist das folgende Korollar.4.14 Korollar. Es sei (fn) eine Folge von in einem Gebiet G � C injektiven ho-lomorphen Funktionen, die in jeder kompakten Teilmenge von G glei
hm�a�ig gegenf : G! C konvergiert. Dann ist f entweder konstant oder injektiv.Wir bemerken an dieser Stelle, dass die soeben gewonnene Aussage f�ur weitere funk-tionentheoretis
he �Uberlegungen wi
htig ist; sie spielt insbesondere beim Beweis desRiemanns
hen Abbildungssatzes eine wi
htige Rolle.


