
IV Isolierte Singularit�aten
Im Zentrum dieses Kapitels stehen Funktionen, die mit Ausnahme einzelner Punkteholomorph sind. Die Untersuhung derartiger Funktionen in der N�ahe von sogenann-ten isolierten Singularit�aten hat weitreihende Konsequenzen: sie lassen sih um eineisolierte Singularit�at z0 in eine Reihe mit negativen und positiven Potenzen von z� z0entwikeln. Diese sogenannten Laurentreihen werden in Abshnitt 1 eingef�uhrt und dis-kutiert. Sie gehen auf P.A. LAURENT (1813-1854) zur�uk, welher diese shon 1843einf�uhrte. Die Originalarbeit von Laurent wurde allerdings nie ver�o�entliht und nurdem Engagement seiner Witwe ist es zu verdanken, dass 1863 ein sogenanntes M�emoirepubliziert wurde, welhes Laurents Beweis wiedergab. Cauhy betont shon 1843, dassLaurent zu dieser Reihenentwiklung durh sorgf�altige Analyse seines eigenen Bewei-ses f�ur Potenzreihenentwiklungen gef�uhrt worden sei und bemerkt nur "L'extensiondonn�ee par M. Laurent...nous parait digne de remarque\.Weierstra� nannte Laurentreihen ebenfalls Potenzreihen und in diesem Sinne sind Lau-rentreihen eine Theorie f�ur Potenzreihen f�ur Kreisringe. Die in Analysis II kurz disku-tierten Fourierreihen sind Laurentreihen um z0 = 0 mit e2�iz anstelle von z und mankann zeigen, dass periodishe holomorphe Funktionen sih in solhe Reihen entwiklenlassen.Abshnitt 2 widmet sih der Klassi�kation von isolierten Singularit�aten mittels desVerhaltens der Funktion in ihrer N�ahe. Es zeigt sih, dass genau drei vershiedeneTypen isolierter Singularit�aten auftreten, n�amlih Pole, hebbare bzw. wesentlihe Sin-gularit�aten.Abshnitt 3 besh�aftigt sih mit meromorphen Funktionen. Sie lassen sih, im Gegen-satz zu holomorphen Funktionen, niht nur addieren, subtrahieren und multiplizieren,sondern auh dividieren; speziell bilden die in einem Gebiet meromorphen Funktioneneinen K�orper im Sinne der Algebra.Der Cauhyshe Integralsatz f�ur holomorphe Funktionen wird in Abshnitt 3 zum so-genannten Residuensatz f�ur Funktionen mit isolierten Singularit�aten verallgemeinert.Letzterer erm�ogliht niht nur die Auswertung gro�er Klassen reeller Integrale durhden �Ubergang vom Reellen ins Komplexe, sondern hat auh weitere Konsequenzeninnerhalb der Funktionentheorie, z.B. auf das Verhalten von Nullstellen holomorpherFunktionen. Historish gesehen hatte Cauhy das Ziel, eine rigorose Methode zur Be-rehnung bestimmter Integrale durh den �Ubergang vom Reellen ins Komplexe zu ent-wikeln. Prinzipiell bedienten sih shon viele bedeutende Mathematiker vor ihm (wie51



52 Kapitel IV Isolierte Singularit�atenetwa Euler, Legendre und Laplae) einer solhen Methode bereits zu einer Zeit, als dieTheorie der komplexen Zahlen und Konvergenzfragen f�ur Integrale noh niht strengbegr�undet war. Der Begri� des Residuums wir dann von Cauhy erstmals 1826 ein-gef�uhrt. Um die Aussage des Residuensatzes elegant und allgemein genug formulierenzu k�onnen, arbeiten wir hier mit Umlaufzahlen und nullhomologen Zyklen.1 LaurententwiklungenIn diesem Abshnitt betrahten wir holomorphe Funktionen auf Kreisringen und leitenf�ur diese eine Reihendarstellung, die sogenannte Laurentreihe, her.Hierzu sei z0 2 C , 0 � r1 < r2 � 1 undD := fz 2 C : r1 < jz � z0j < r2gein Kreisring mit Mittelpunkt z0 und Radien r1 und r2. Weiter seiD1 := fz 2 C : jz � z0j > r1g das �Au�ere des inneren Kreises undD2 := fz 2 C : jz � z0j < r2g das Innere des �au�eren KreisesDann gilt D1 [ D2 = C und D1 \ D2 = D. In dieser Situation l�asst sih eine in Dholomorphe Funktion in zwei Funktionen aufspalten, von denen die eine in D1 und dieandere in D2 holomorph ist.1.1 Lemma. Es sei f : D ! C eine holomorphe Funktion. Dann existieren eindeutigbestimmte holomorphe Funktionen fj : Dj ! C ; j = 1; 2, mitf(z) = f2(z)� f1(z)f�ur alle z 2 D und limjzj!1 jf1(z)j = 0.Beweis. Wir beginnen mit der Existenz der obigen Zerlegung. Hierzu sei j 2 f1; 2g undz 2 Dj. Wir w�ahlen Radien %j mit r1 < %j < r2, so dass %1 < jz � z0j < %2 gilt undsetzen fj(z) := 12�i Zj��z0j=%j f(�)� � zd�:Dann ist fj holomorph aufDj und es gilt limjzj!1 f1(z) = 0. Setzen wir 1 := �B(z0; %1)und 2 := �B(z0; %2), so ist  := 2 � 1 ein nullhomologer Zyklus in D. Nah derCauhyshen Integralformel gilt daherf(z) = 12�i Z f(�)� � z d� = 12�i Z2 f(�)� � z d� � 12�i Z1 f(�)� � z d� =: f2(z)� f1(z):



1 Laurententwiklungen 53Zum Beweis der Eindeutigkeit sei f = g1 + g2 eine weitere Zerlegung mit den obigenEigenshaften. Dann gilt f1 � g1 = g2 � f2 auf D. Setzen wirh := � f1 � g1 auf D1;g2 � f2 auf D2;so ist h holomorph auf ganz C mit limjzj!1 jh(z)j = 0. Nah dem Satz von Liouvillefolgt dann h � 0 und somit f1 = g1 und f2 = g2. �Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Abshnitts.1.2 Theorem. Jede auf D := fz 2 C : r1 < jz � z0j < r2g holomorphe Funktion fbesitzt eine eindeutige Potenzreihenentwiklung der Formf(z) = 1Xn=�1an(z � z0)n;die absolut und lokal gleihm�a�ig auf D konvergiert. Die KoeÆzienten an sind gegebendurh an := 12�i Zjz�z0j=r f(z)(z � z0)n+1dz; r1 < r < r2:Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit. Hierzu sei r1 < r < r2 undf(z) =P1n=�1 an(z � z0)n. Dann gilt12�i Zjz�z0j=r f(z)(z � z0)n+1dz = 1Xk=�1 ak2�i Zjz�z0j=r 1(z � z0)n+1�k dz = � 0; k 6= n;an k = n;da das obige Integral den Wert 0 bzw. 2�i f�ur alle k 6= n bzw. f�ur alle k = n besitzt.F�ur den Beweis der Existenz einer solhen Potenzreihenentwiklung sei oBdA z0 = 0.Lemma 1.1 impliziert dann, dassf(z) = f2(z)� f1(z); z 2 Dgilt, wobei die Funktionen fj : Dj ! C f�ur j = 1; 2 holomorph sind und limjzj!1 jf1(z)j =0 gilt. Nah Kapitel II. 3 ist f2(z) = P1n=0 anzn absolut und lokal gleihm�a�ig in D2konvergent. Setzen wir U := fz 2 C : jzj < 1r1g und de�nieren h : U ! C durhh(z) := � f1(1z ); z 6= 0;0; z = 0;



54 Kapitel IV Isolierte Singularit�atenso ist h stetig und holomorph auf U . Letzteres folgt aus dem Satz von Morera. NahKapitel II.3 ist h daher in eine Potenzreihe entwikelbar; insbesondere gilt, dassh(z) = 1Xn=0 bnzn = 1Xn=1 bnzn;absolut und lokal gleihm�a�ig auf U konvergiert. Also giltf1(z) = h�1z � = 1Xn=1 bn�1z�n =: � �1Xn=�1 anzn; z 2 D1;mit an := �bn. Zusammengefasst gilt alsof(z) = f2(z)� f1(z) = 1Xn=0 anzn + �1Xn=�1 anzn: �1.3 Bemerkung. a) In der Situation des obigen Theorems hei�t f2 der Hauptteil undf1 der Nebenteil von f .b) Die im obigen Theorem bestimmte "Potenzreihe\hei�t Laurentreihe der Funktion f .1.4 De�nition. Eine Laurentreihe ist eine Reihe der Form1Xn=�1 an(z � z0)n:Sie hei�t konvergent in einem Punkt w 2 C , wenn die beiden ReihenP1n=0 an(w� z0)nund P1n=1 a�n(w � z0)�n konvergieren. Es gilt dann1Xn=�1 an(w � z0)n = 1Xn=0 an(w � z0)n + 1Xn=1 a�n(w � z0)�n:Die Reihe 1Xn=1 a�n(z � z0)�n = �1Xn=�1 an(z � z0)nhei�t Hauptteil , die Reihe 1Xn=0 an(z � z0)nhei�t Nebenteil der Laurentreihe. Gleihm�a�ige Konvergenz einer Laurentreihe bedeutetgleihm�a�ige Konvergenz des Haupt- und Nebenteils.



1 Laurententwiklungen 551.5 Korollar. Es sei D = fz 2 C : r1 < jz�z0j < r2g und f : D! C eine holomorpheFunktion mit zugeh�origer Laurentreihe P1n=�1 an(z � z0)n. Dann giltZ f(z)dz = 2�iInd(; z0)a�1;wobei  ein geshlossener Weg in D ist.Beweis. Es giltZ f(z)dz =Xn2Zan Z(z � z0)ndz = a�1 Z 1z � z0dz = a�12�iInd(; z0)da R(z � z0)ndz = 0 ist f�ur alle n 2 Z n f�1g. �Zum Abshlu� dieses Abshnitts betrahten wir periodishe, holomorphe Funktionenund damit zusammenh�angend Fourierreihen. Hierzu de�nieren wir f�ur a; b 2 R odera = �1 und b = �1 sowie ! 2 C � ParallelstreifenS! := fz 2 C : a < Im (z=!) < bg:Mit z 2 S! ist o�enbar auh z � ! 2 S!. Eine auf S! de�nierte holomorphe Funktionf hei�t !-periodish, falls f(z + !) = f(z); z 2 S!gilt. Die Funktion F gegeben durh F (z) = e2�iz=! ist o�enbar holomorph und !-periodish. Sie bildet den Streifen S! auf den KreisringD = fz 2 C : e�2�b < jzj < e�2�agab und es gilt F (z1) = F (z2), genau dann wenn z2 = z1 + n! f�ur ein n 2 Z ist.Ist f : S! ! C eine holomorphe !-periodishe Funktion, so ist f(F�1(w)) konstantf�ur alle w 2 D. Es existiert daher eine eindeutig bestimmte Funktion ~f : D ! C mitf = ~f Æ F , welhe auf D sogar holomorph ist. Wir k�onnen die Funktion ~f daher in Din ihre Laurentreihe ~f(w) = 1Xn=�1 anwnentwikeln. F�ur deren KoeÆzenten an giltan = 12�i Zjwj=% ~f(w)wn+1dw; n 2 Z;



56 Kapitel IV Isolierte Singularit�atenmit geeigentem %. Setzt man w = e2�iz=!, so erhalten wir die Fourier-Darstellungf(z) = 1Xn=�1 ane2�iz=!von f . Sie konvergiert lokal gleihm�a�ig in S!. Beahtet man, dass f�ur z0 2 S! dieStreke [z0; z0+!℄ durh F bijektiv auf die Kreislinie �K%(0) mit % = jF (z0)j abgebildetwird, so erhalten wir f�ur die KoeÆzientenan = Z[z0;z0+!℄( ~f Æ F )(z) � 1F (z)n+1F 0(z)dz = 2�i! Z[z0;z0+!℄ f(z)e�2�inz! dz:Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.1.6 Satz. Es sei ! 2 C � und f : S! ! C eine !-periodishe, holomorphe Funktion.Dann l�asst sih f in S! durh seine Fourierreihef(z) = 1Xn=�1 ane2�iz=!darstellen, wobei die KoeÆzienten an durhan = 2�i! Z[z0;z0+!℄ f(z)e�2�inz! dz; n 2 Z;gegeben sind. Die obige Reihe konvergiert lokal gleihm�a�ig in S!.1.7 Beispiele.a) Die Eulershen Formelnos z = 12�e�iz + eiz�; sin z = 12i�� e�iz + eiz�;sind die komplexen Fourierreihen der Cosinus bzw. Sinusfunktion in C .b) Die Funktion z 7! 1os z ist in der oberen Halbebene holomorph mit Periode ! = 2�.Wegen 1os z = 2eiz 11+e2iz ist1os z = 2 1Xn=0 ei�ne(2n+1)iz; Im z > 0;die entsprehene Fourierentwiklung.



2 Isolierte Singularit�aten 572 Isolierte Singularit�atenIn diesem Abshnitt leiten wir mit Hilfe der Laurententwiklung eine Klassi�kationisolierten Singularit�aten holomorpher Funktionen auf Kreisringen her. Wir beginnenmit der De�nition einer isolierten Singularit�at.2.1 De�nition. Es sei z0 2 C , U eine Umgebung von z0 und f : Unfz0g ! C eineholomorphe Funktion. Dann hei�t z0 isolierte Singularit�at von f . IstP1n=�1 an(z�z0)ndie eindeutig bestimmte Laurentreihe auf einem Kreisring fz 2 C : 0 < jz� z0j < r f�urgeeignetes r > 0, so hei�t !f(z0) := inffn 2 Z : an 6= 0gdie Nullstellenordnung von f in z0. Weiter gilt!f(z0) := � +1; an = 0 f�ur alle n 2 Z�1; an 6= 0 f�ur unendlih viele n < 0:Wir erl�autern den Begri� der isolierten Singularit�at anhand der folgenden Beispiele.2.2 Beispiele.a) Die Funktionen f1 : C � ! C ; f1(z) := sin zzf2 : C �nfig ! C ; f2(z) := 1z(z � i)2f3 : C � ! C ; f3(z) := e1=zhaben alle eine isolierte Singularit�at in 0.b) Die Funktion f : C nZ ! C gegeben durh f(z) = os�zsin�z hat isolierte Singularit�atenin allen Punkten z 2 Z.Im Folgenden untersheiden wir vershiedene Typen von isolierten Singularit�aten an-hand der Nullstellenordnung !f(z0). Wir beginnen mit sogenannten hebbaren Singula-rit�aten.2.3 Satz. (Riemannsher Hebbarkeitssatz).Es seien U � C eine o�ene Menge, f : U ! C eine holomorphe Funktion mit einerisolierten Singularit�at in z0 und eU := U [ fz0g. Dann sind die folgenden Aussagen�aquivalent.



58 Kapitel IV Isolierte Singularit�atena) f ist holomorph in z0 fortsetzbar, d.h. es existiert eine holomorphe Funktion g :eU ! C mit gjU = f .b) f ist stetig in z0 fortsetzbar.) Es existiert eine Umgebung V � eU von z0 derart, dass fjV \U beshr�ankt ist.d) Es gilt !f(z0) � 0.Gilt !f (z0) � 0 oder eine der oben angegebenen �aquivalenten Bedingungen, so hei�t z0eine hebbare Singularit�at.Beweis. Die Aussagen a))b))) sind unmittelbar klar.))d): Nah Voraussetzung ist f(z) = Pn2Zan(z � z0)n f�ur 0 < jz � z0j < r mitgeeignetem r > 0 und es existiert ein M � 0 mitjf(z)j �M; z 2 V:Die KoeÆzienten an sind gegeben durhan = 12�i Zjz�z0j=% f(z)(z � z0)n+1dz; 0 < % < r; n 2 Z:Daher gilt janj � 12�2�% M%n+1 = M%n f�ur alle n 2 Z, falls % klein genug gew�ahlt ist. F�urn < 0 und %! 0 folgt somit an = 0.d))a): Da !f(z0) � 0 ist, gilt f(z) =P1n=0 an(z�z0)n mit 0 < jz�z0j < r. Setzt mang(z) := � f(z); z 6= z0a0; z = z0;so ist g holomorph auf eU . �Ein weitere Klasse von Singularit�aten, die sogenannten Pole, werden im n�ahsten Satzeingef�uhrt.2.4 Satz. Es sei U � C eine o�ene Menge und z0 eine isolierte Singularit�at derholomorphen Funktion f : U ! C . Dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent.a) limz!z0 jf(z)j = 1, d.h. f�ur alle  > 0 existiert eine Umgebung V von z0 mitjf(z)j �  f�ur alle z 2 V \ U .b) Es gilt �1 < !f(z0) < 0.



2 Isolierte Singularit�aten 59Gilt in der obigen Situation �1 < !f(z0) < 0, so hei�t z0 ein Pol von f der Ordnung�wf (z0).Beweis.a))b): Zu  = 1 w�ahle eine Umgebung V und setzeg(z) := � 1f(z) ; z 2 U \ V;0; z = z0:Dann ist g stetig auf V und holomorph auf V n fz0g. Nah dem Riemannshen Heb-barkeitsatz 2.3 ist somit g ist auf V holomorph und es gilt !g(z0) � 0. Weiter, dag(z0) = 0 ist, folgt 0 < !g(z0). Ferner gilt !g(z0) <1. Da !f(z0) = �!g(z0) gilt (vgl.die �Ubungen), folgt somit die Behauptung.b))a): Es sei f(z) =P1j=�n aj(z � z0)j mit a�n 6= 0. Dann gilt f(z) = (z � z0)�nh(z)f�ur eine holomorphe Funktion h mit h(z) =P1j=0 aj�n(z� z0)j mit h(z0) 6= 0. Also giltlimz!z0 f(z) =1. �2.5 Bemerkung. In der Situation des obigen Satzes lassen sih Polstellen der Funktionf wie folgt harakterisieren. Es sei m 2 N . Dann besitzt die Funktion f : U n fz0g inz0 genau dann einen Pol der Ordnung m, wenn eine holomorphe Funktion g : U ! Cmit g(z0) 6= 0 existiert, derart dass giltf(z) = g(z)(z � z0)m ; z 2 U n fz0gund dies gilt genau dann, wenn eine Umgebung V � U und Konstanten ; C > 0existieren mit jz � z0j�m � jf(z)j � Cjz � z0j�m; z 2 U n fz0g:Den niht shwierigen Beweis dieser Aussagen �uberlassen wir dem Leser als �Ubungs-aufgabe.Ein dritte Klasse von Singularit�aten, die sogenannten wesentlihen Singularit�aten, wirdim folgenden Satz besprohen.2.6 Satz. (Satz von Casorati-Weierstra�).Es sei U � C o�en, z0 2 U und z0 eine isolierte Singularit�at der holomorphen Funktionf : U n fz0g ! C . Dann sind �aquivalent:a) F�ur alle w 2 C existiert eine Folge (zn) � U n fz0g mit zn ! z0 und f(zn)! w.b) Es gilt !f(z0) = �1.



60 Kapitel IV Isolierte Singularit�atenGilt in der obigen Situation !f(z0) = �1, so hei�t z0 wesentlihe Singularit�at von f .2.7 Bemerkungen.a) Der obige Satz wurde erstmals 1868 von dem italienishen Mathematiker FelieCASORATI (1835-1890) bewiesen; unabh�angig hiervon gab Weierstra� 1876 einen al-ternativen Beweis.b) Die Aussage des Satzes von Casorati-Weierstra� kann auh wie folgt umformuliertwerden. Es gilt !f(z0) = �1 genau dann, wenn f�ur jede Umgebung V von z0 dieMenge f(U \ V ) diht in C ist.Da niht konstante holomorphe Funktionen o�ene Abbildungen sind, so ist in der Si-tuation des obigen Satzes die Menge f(U n fz0g) sogar o�en und diht in C . Einewesentlihe Versh�arfung dieser Aussage ist der folgende, ber�uhmte Satz von Piard.2.8 Satz. (Satz von Piard).In der Situation des Satz 2.6 sei V eine Umgebung von z0. Dann gilt f(U n fz0g) = Coder f(U \ V ) = C n fwg f�ur ein w 2 C .Ein Beispiel f�ur die zuerst beshriebene Situation ist die Funktion f(z) = sin z�1,w�ahrend f(z) = ez�1 ein Beispiel f�ur den zweiten Fall ist. Der Beweis dieses Satzes�ubersteigt den Rahmen einer einf�uhrenden Vorlesung und wir verweisen an dieser Stelleauf die Literatur.Beweis.b))a): Wir nehmen an, die Behauptung sei falsh. Dann existieren " > 0, a 2 C undeine Umgebung V von z0 mit jf(z)� aj > " f�ur alle z 2 V n fz0g. Setzt mang(z) := 1f(z)� a;so ist g holomorph auf V n fz0g und es gilt jg(z)j < 1" f�ur alle z 2 V n fz0g. Nah demRiemannshen Hebbarkeitssatz ist g holomorph auf V fortsetzbar und limz!z0 g(z)existiert. Daher besitzt die Funktion f gegeben durhf(z) = a + 1g(z) ;eine hebbare Singularit�at, falls limz!z0 g(z) 6= 0 gilt, bzw. einen Pol falls limz!z0 g(z) =0 gilt. Nah Satz 2.3 und Satz 2.4 gilt daher !f(z0) > �1, im Widerspruh zurAnnahme.a))b): Nah Vorausssetzung besitzt f in z0 keinen Pol und keine hebbare Singularit�at.Die S�atze 2.3 und 2.4 implizieren daher, dass !f(z0) = �1 gilt. �



3 Meromorphe Funktionen 612.9 Bemerkung. F�ur eine isolierte Singularit�at treten also genau die drei folgendenF�alle auf:a) Es gilt !f(z0) = �1 und z0 ist eine wesentlihe Singularit�at.b) Es gilt �1 < !f(z0) < 0 und z0 ist ein Pol.) Es gilt !f(z0) � 0 und z0 ist eine hebbare Singularit�at.Wir erl�autern die vershiedenen Klassen von Singularit�aten anhand der folgenden Bei-spiele.2.10 Beispiele.a) Die Funktion f gegeben durh f(z) = sin zz hat in 0 eine hebbare Singularit�at, dennes gilt sin zz = 1z (z � z33! + z55! � : : :) = 1� z23! + : : : ;und somit ist !f(0) � 0.b) Die Funktion f gegeben durh f(z) = 1z(z�i)2 hat einen Pol in 0 der Ordnung 1 sowieeinen Pol in i der Ordnung 2.) Die Funktion f : C � ! C gegeben durhf(z) = e 1z = 1 + 1z + 12! 1z2 + 13! 1z3 + : : :besitzt in 0 eine wesentlihe Singularit�at.d) Die Funktion f de�niert durh f(z) = ot(�z) besitzt in jedem z 2 Z einen Polerster Ordnung.3 Meromorphe FunktionenDer vorherige Abshnitt zeigte, dass das Studium holomorpher Funktionen f in derN�ahe von isolierten Singularit�aten z0 �ubersihtlih bleibt, sofern z0 eine Polstelle vonf ist. Funktionen dieser Art bekamen historish gesehen shon sehr fr�uh einen eige-nen Namen und wurden 1875 von BRIOT und BOUQUET meromorph genannt. Sielassen sih niht nur addieren, subtrahieren und multiplizieren, sondern, im Gegen-satz zu holomorphen Funktionen, auh dividieren; speziell bilden die in einem Gebietmeromorphen Funktionen einen K�orper im Sinne der Algebra.Wir beginnen diesen kurzen Abshnitt mit der De�nition von meromorphen Funktio-nen.



62 Kapitel IV Isolierte Singularit�aten3.1 De�nition. Es sei U � C o�en. Eine Funktion f : U ! C hei�t meromorph, fallseine diskrete Menge Pf � U existiert derart, dassi) f 2 U n Pf holomorph ist undii) jedes z0 2 Pf ein Pol von f ist.Weiter ist M(U) die Menge aller auf U meromorphen Funktionen, d.h. es giltM(U) := ff : U ! C ; f meromorph in Ug:3.2 Bemerkungen.a) Die Menge Pf hei�t Polstellenmenge von f und ist o�ensihtlih abgeshlossen.Insbesondere, da Pf = ; zugelassen ist, sind in U holomorphe Funktionen nat�urlihauh meromorph.b) Da Pf diskret und abgeshlossen ist folgt (analog zur Situation des Identit�atssatzes),dass die Polstellenmenge einer in U meromorphen Funktion entweder leer oder endlihoder abz�ahlbar ist.) In U meromorphe Funktionen mit Pf 6= ; sind keine Abbildungen U ! C . Unsereim vorigen Abshnitt gegebenen Charakterisierung von Polstellen legt es nahe, alsFunktionswert in einer Polstelle das Element 1 zu w�ahlen:f(z) :=1; z 2 Pf :Somit k�onnen wir in U meromorphe Funktionen als spezielle Abbildungen U ! C [f1gau�asssen.d) Wir nennen eine Funktion f meromorph in z0 2 U , falls f in einer Umgebung vonz0 meromorph ist. Jede solhe Funktion f 6� 0 besitzt daher in einer Umgebung von z0die Darstellung f(z) = 1Xn=m an(z � z0)n;mit eindeutig bestimmten KoeÆzienten an 2 C ; am 6= 0 f�ur ein m 2 Z.3.3 Beispiele.a) Jede rationale Funktion f gegeben durhf(z) = a0 + a1z + : : :+ amzmb0 + b1z + : : :+ bnzn ; bn 6= 0; n;m 2 N ;ist meromorph in C . Die Polstellenmenge Pf ist endlih.b) Die Cotangensfunktion ot de�niert durh ot(�z) = os�zsin�z ist meromorph aber nihtrational. F�ur die Polstellenmenge Pot gilt Pot = Z.



3 Meromorphe Funktionen 63Meromorphe Funktionen lassen sih auf nat�urlihe Weise addieren, subtrahieren undmultiplizieren. Wir �uberlassen es dem Leser als �Ubungsaufgabe zu zeigen, dass mitf; g 2 M(U) auh f � g sowie fg 2 M(U) gilt. Die Rehenregeln f�ur holomorpheFunktionen implizieren weiter das folgenden Lemma.3.4 Lemma. Die Menge M(U) aller auf U meromorphen Funktionen ist eine Algebrabez�uglih Addition und Multiplikation, welhe die Algebra H(U) aller auf U holomor-phen Funktionen als Unteralgebra enth�alt. F�ur f; g 2 M(U) giltPf = P�f ; Pf�g � Pf [ Pg; Pfg � Pf [ Pg:Im Ring H(U) der auf U holomorphen Funktionen darf man genau dann durh g 2H(U) teilen, wenn g keine Nullstellen in U besitzt. Im Folgenden zeigen wir, dass manim Ring M(U) auh durh Funktionen dividieren darf, die Nullstellen besitzen. Unterder Nullstellenmenge Nf einer meromorphen Funktion f 2 M(U) verstehen wir dieNullstellenmenge der holomorphen Funktion fjUnPf 2 H(U n Pf). O�ensihtlih ist Nfabshlossen in U . Es gilt dann der folgende Satz.3.5 Satz. F�ur eine Funktion f 2 M(U), U � C o�en, sind folgende Aussagen �aqui-valent.a) Es existiert eine Funktion g 2 M(U) mit fg = 1,b) Die Nullstellenmenge Nf ist diskret in U .Beweis. Nah Aussage a) gilt f(z0) = 0 genau dann wenn g(z0) =1, bzw. f(z0) =1genau dann wenn g(z0) = 0 ist. Dies bedeutet Nf = Pg und Pf = Ng und insbesondereist die Nullstellenmenge Nf als Polstellenmenge einer in U meromorphen Funktion gdiskret in U .Umgekehrt folgt aus Aussage b), dass die Menge M := Nf [Pf diskret und abgeshlos-sen ist in U . Daher ist g := 1=f holomorph auf U nM . Jeder Punkt von Nf ist einPol von g und jeder Punkt von Pf ist eine hebbare Singularit�at von g und somit giltg 2 M(U). �Nah dem obigen Satz ist im Ring H(U) der Quotient f=g zweier Funktionen f; g 2M(U) genau dann de�niert, wenn Ng diskret in U ist.Eine wihtige Folgerung des obigen Satzes ist die folgende Aussage.3.6 Korollar. Ist G � C ein Gebiet, so ist M(G) ein K�orper.Beweis. Es sei f 2 M(G) niht das Nullelement. Dann ist fjGnPf niht das Nullelementvon H(G n Pf). Da mit G auh G n Pf ein Gebiet ist (�Ubungsaufgabe), ist Nf diskretin G und die Behauptung folgt aus obigem Satz.



64 Kapitel IV Isolierte Singularit�aten �Wir beshliessen diesen kurzen Abshnitt mit zwei weiteren Bemerkungen �uber diealgebraishe Natur von M(G).3.7 Bemerkungen.a) Wir w�ahlen speziell G = C . Dann enth�alt der K�orper M(C ) den K�orper C [z℄ derrationalen Funktionen als ehten Unterk�orper, da etwa ot z 62 C [z℄ gilt.b) Wir wissen aus der Algebra, dass jeder Integrationsring einen kleinsten ihn umfassen-den K�orper, d.h. seinen Quotientenk�orper besitzt. Es ist klar, dass der Quotientenk�orpervon H(G) im K�orperM(G) enthalten ist. Es gilt weiter die deutlih shwieriger zu be-weisende Aussage, dass der K�orper M(G) der Quotientenk�orper von H(G) ist.



4 Der Residuensatz 654 Der ResiduensatzDer Residuensatz ist die Verallgemeinerung des Cauhyshen Integralsatzes auf Funk-tionen mit isolierten Singularit�aten und besitzt als solher zahlreihe Anwendungen inder gesamten Analysis. Im Beweis f�uhren wir seine Aussage via der Laurentdarstellungauf den Cauhyshen Integralsatz zur�uk.Genauer gesagt, sei U � C o�en, f : U ! C eine bis auf isolierte Singularit�atenholomorphe Funktion, welhe in fz 2 C : 0 < jz � z0j < rg in ihre Laurentreihef(z) =P1n=�1 an(z � z0)n entwikelt sei, wobei r so gew�ahlt ist, dass f h�ohstens inz0 eine isolierte Singularit�at besitzt.4.1 De�nition. In der obigen Situation hei�t Resf (z0) := a�1 das Residuum von f inz0.4.2 Bemerkung. Nah Theorem 1.2 giltResf (z0) = 12�i Zjz�z0j=% f(z)dz; 0 < % < r:4.3 Beispiele.a) Ist !f (z0) � �1, so gilt Resf (z0) = limz!z0(z � z0)f(z):Es gilt n�amlih f(z) = a�1z�z0 + g(z) f�ur eine holomorphe Funktion g und somit ist(z � z0)f(z) = a�1 + a0(z � z0) + g(z)(z � z0). Insbesondere besitzti) die Funktion z 7! 1z�z0 in z0 das Residuum 1,ii) die Funktion z 7! 1(z�z0)5 in z0 das Residuum 0.iii) und z 7! 1z(z�i)2 in 0 das Residuum �1.b) Gilt !f(z0) � 0, so folgt Resf (z0) = 0.) Eine meromorphe Funktion f 2 M(U) hei�t Nihtnullteiler in M(U), falls f�ur alleg 2 M(U) mit g 6� 0 gilt: fg 6= 0. F�ur eine solhe Funktion und z0 2 U giltResf 0=fz0 = !f(z0):Beweis als �Ubungsaufgabe!d) Ist z0 2 U ein einfaher Pol von f : U ! C und ist g holomorph in z0, so giltResfg(z0) = g(z0)Resf(z0):



66 Kapitel IV Isolierte Singularit�atene) Ist f : U ! C holomorph mit einer einfahen Nullstelle in z0 2 U und ist g in z0holomorph mit g(z0) 6= 0, so gilt Resg=f(z0) = g(z0)f 0(z0) :f) Besitzt f : U ! C in z0 2 U einen Pol der Ordnung m 2 N, so gilt f�ur g de�niertdurh g(z) := (z � z0)mf(z)Resf(z0) = 1(m� 1)!g(m�1)(z0):Wie empfehlen den Beweis der Aussagen d)e) und f) als �Ubungsaufgaben durh-zuf�uhren.Das folgende Theorem ist das Hauptergebnis dieses Abshnitts.4.4 Theorem. (Residuensatz).Es sei U � C eine o�ene Menge, S � M diskret und f : U n S ! C eine holomorpheFunktion. Ist  ein nullhomologer Zyklus in U mit spur() \ S = ;, so giltZ f(z)dz = 2�iX!2S I(; !)Resf(!):Es ist interessant zu bemerken, dass die obige Summe endlih ist, da Ind(; !) 6= 0 nurf�ur endlih viele Singularit�aten von f gilt.Beweis. Es seien z1; : : : ; zm die isolierten Singularit�aten von f mit I(; zi) 6= 0. DieLaurentreihe von f um zi lautetf(z) = 1Xn=�1 an(z � zi)n = �1Xn=�1 an(z � zi)n + 1Xn=0 an(z � zi)n:Bezeihnet man den ersten Summanden auf der rehten Seiten mit hi(z), so ist hiholomorph auf C nfzig und somit ist f �Pmi=1 hi holomorph auf C n S. Nah demCauhyshen Integralsatz gilt dannZ f(z)dz = mXi=1 Z hi(z)dz = mXi=1 Z �1Xn=�1 an;i(z � zi)ndz= mXi=1 �1Xn=�1Z an;i(z � zi)ndz = mXi=1 a�1;i Z 1z � zidz= mXi=1 Resf (zi)I(; zi)2�i: �


