IV Isolierte Singularitiaten

Im Zentrum dieses Kapitels stehen Funktionen, die mit Ausnahme einzelner Punkte
holomorph sind. Die Untersuchung derartiger Funktionen in der Ndhe von sogenann-
ten isolierten Singularitdten hat weitreichende Konsequenzen: sie lassen sich um eine
isolierte Singularitét 2y in eine Reihe mit negativen und positiven Potenzen von z — z
entwickeln. Diese sogenannten Laurentreihen werden in Abschnitt 1 eingefiihrt und dis-
kutiert. Sie gehen auf P.A. LAURENT (1813-1854) zuriick, welcher diese schon 1843
einfithrte. Die Originalarbeit von Laurent wurde allerdings nie vertffentlicht und nur
dem Engagement seiner Witwe ist es zu verdanken, dass 1863 ein sogenanntes Mémoire
publiziert wurde, welches Laurents Beweis wiedergab. Cauchy betont schon 1843, dass
Laurent zu dieser Reihenentwicklung durch sorgfiltige Analyse seines eigenen Bewei-
ses fiir Potenzreihenentwicklungen gefiihrt worden sei und bemerkt nur ,L’extension
donnée par M. Laurent...nous parait digne de remarque*.

Weierstrafl nannte Laurentreihen ebenfalls Potenzreihen und in diesem Sinne sind Lau-
rentreihen eine Theorie fiir Potenzreihen fiir Kreisringe. Die in Analysis II kurz disku-
tierten Fourierreihen sind Laurentreihen um 2z, = 0 mit e?™* anstelle von z und man
kann zeigen, dass periodische holomorphe Funktionen sich in solche Reihen entwicklen
lassen.

Abschnitt 2 widmet sich der Klassifikation von isolierten Singularititen mittels des
Verhaltens der Funktion in ihrer Ndhe. Es zeigt sich, dass genau drei verschiedene
Typen isolierter Singularitéiten auftreten, ndmlich Pole, hebbare bzw. wesentliche Sin-
gularitéten.

Abschnitt 3 beschéftigt sich mit meromorphen Funktionen. Sie lassen sich, im Gegen-
satz zu holomorphen Funktionen, nicht nur addieren, subtrahieren und multiplizieren,
sondern auch dividieren; speziell bilden die in einem Gebiet meromorphen Funktionen
einen Korper im Sinne der Algebra.

Der Cauchysche Integralsatz fiir holomorphe Funktionen wird in Abschnitt 3 zum so-
genannten Residuensatz fiir Funktionen mit isolierten Singularitdten verallgemeinert.
Letzterer ermdoglicht nicht nur die Auswertung grofler Klassen reeller Integrale durch
den Ubergang vom Reellen ins Komplexe, sondern hat auch weitere Konsequenzen
innerhalb der Funktionentheorie, z.B. auf das Verhalten von Nullstellen holomorpher
Funktionen. Historisch gesehen hatte Cauchy das Ziel, eine rigorose Methode zur Be-
rechnung bestimmter Integrale durch den Ubergang vom Reellen ins Komplexe zu ent-
wickeln. Prinzipiell bedienten sich schon viele bedeutende Mathematiker vor ihm (wie

o1
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etwa Euler, Legendre und Laplace) einer solchen Methode bereits zu einer Zeit, als die
Theorie der komplexen Zahlen und Konvergenzfragen fiir Integrale noch nicht streng
begriindet war. Der Begriff des Residuums wir dann von Cauchy erstmals 1826 ein-
gefithrt. Um die Aussage des Residuensatzes elegant und allgemein genug formulieren
zu konnen, arbeiten wir hier mit Umlaufzahlen und nullhomologen Zyklen.

1 Laurententwicklungen

In diesem Abschnitt betrachten wir holomorphe Funktionen auf Kreisringen und leiten
fiir diese eine Reihendarstellung, die sogenannte Laurentreihe, her.
Hierzu sei zg € C, 0 < ry < ry < 0o und

D:={2e€C:r <|z— 2| <ry}
ein Kreisring mit Mittelpunkt 2y und Radien r; und ry. Weiter sei

D, = {2€C:|z—z|>r} das AuBere des inneren Kreises und

Dy = {2z€C:|z—2]|<ry} dasInnere des dufleren Kreises

Dann gilt Dy U Dy = C und Dy N Dy = D. In dieser Situation ldsst sich eine in D
holomorphe Funktion in zwei Funktionen aufspalten, von denen die eine in D; und die
andere in Dy holomorph ist.

1.1 Lemma. Fs sei f: D — C eine holomorphe Funktion. Dann existieren eindeutig
bestimmte holomorphe Funktionen f; : D; — C, j =1,2, mit

f(z) = fo(2) = f1(2)
fiir alle z € D und lim|,, | f1(2)| = 0.

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz der obigen Zerlegung. Hierzu sei j € {1,2} und
z € D;. Wir wihlen Radien g; mit r; < g; < 9, so dass g1 < |z — 2| < g2 gilt und

setzen | f(f)
he =g | —

|€—20|=0;

Dann ist f; holomorph auf D; und es gilt lim,|_,o fi(2) = 0. Setzen wir 7, := 0B(20, 01)
und 7, = 0B(29, 02), S0 ist 7 := v — 741 ein nullhomologer Zyklus in D. Nach der
Cauchyschen Integralformel gilt daher

10 =5 [ Lae= b [ 1O 0 L [ T sem gy - 1o

211 J,, § — 2 2mi J,, & — 2
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Zum Beweis der Eindeutigkeit sei f = ¢; + g2 eine weitere Zerlegung mit den obigen
Eigenschaften. Dann gilt f; — g1 = g2 — fo auf D. Setzen wir

h':{ fi — g1 auf Dy,
' g2 — fo auf Dy,

so ist A holomorph auf ganz C mit lim, | |h(2)| = 0. Nach dem Satz von Liouville
folgt dann h = 0 und somit f; = g; und fy = gs.
0

Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Abschnitts.

1.2 Theorem. Jede auf D := {z € C: ry < |z — 2| < 2} holomorphe Funktion f
besitzt eine eindeutige Potenzreihenentwicklung der Form

o0

f(2)= ) an(z—z)",

n=—oc

die absolut und lokal gleichmdfig auf D konvergiert. Die Koeffizienten a,, sind gegeben
durch

1 f(z)
ap ‘= % / Wdz, ry <r<rs.

|z—z0|=r

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit. Hierzu sei ry < r < ry und
f(z) = ZZO:_OO an(z — 2z9)". Dann gilt

! /() — / 1 0, k#n

N dz = dz = s s

2m /‘(z—%wﬂz [ 2mi (2 — zo)nt1-k . an k=n
|[2—z0|=r - |2—z0|=r

da das obige Integral den Wert 0 bzw. 27 fiir alle & # n bzw. fiir alle £ = n besitzt.
Fiir den Beweis der Existenz einer solchen Potenzreihenentwicklung sei oBdA 2y, = 0.
Lemma 1.1 impliziert dann, dass

f(z) = fol2) = fi(2), z2€D

gilt, wobei die Funktionen f; : D; — Cfiir j = 1, 2 holomorph sind und lim, |, | f1(2)| =
0 gilt. Nach Kapitel IL. 3 ist fo(z) = Y., a,2" absolut und lokal gleichméBig in D,
konvergent. Setzen wir U := {2z € C: |z| < %} und definieren h: U — C durch

M@:{Qbhzi&
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so ist h stetig und holomorph auf U. Letzteres folgt aus dem Satz von Morera. Nach
Kapitel I1.3 ist h daher in eine Potenzreihe entwickelbar; insbesondere gilt, dass

h(z) = i bp2" = i bp2",
n=0 n=1

absolut und lokal gleichméfig auf U konvergiert. Also gilt

o] -1
fi(z) = h(%) = an<%> = — Z apnz", 2z € Dy,
n=1

n=—oo

mit a, := —b,. Zusammengefasst gilt also

f(2) = fa(2) = fi(2) = Zanz"+ _Z anz".

n=0 n=-—00

O

1.3 Bemerkung. a) In der Situation des obigen Theorems heifit f, der Hauptteil und
f1 der Nebenteil von f.
b) Die im obigen Theorem bestimmte ,, Potenzreihe“heifit Laurentreihe der Funktion f.

1.4 Definition. Eine Laurentreihe ist eine Reihe der Form

o

Z an(z — 20)".

n=—oo

Sie heifit konvergent in einem Punkt w € C, wenn die beiden Reihen Y a,(w — z)"
und Y7 a_,(w — z) " konvergieren. Es gilt dann

Z an(w — 29)" = Z an(w — 29)" + Za,n(w —29) ™
n=-—00 n=0 n=1
Die Reihe N .
Za,n(z — %) "= Z an(2 — 20)"
n=1 n=-—1

heiflt Hauptteil , die Reihe
Z an(z — 20)"
n=0

heifit Nebenteil der Laurentreihe. Gleichmiflige Konvergenz einer Laurentreihe bedeutet
gleichméflige Konvergenz des Haupt- und Nebenteils.
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1.5 Korollar. Essei D={z€ C:r; < |z2—z)| <ra} und f: D — C eine holomorphe

Funktion mit zugehiriger Laurentreihe Y an(z — 29)". Dann gilt

/f(z)dz = 2milnd(~y, zo)a_1,
ol

wobei v ein geschlossener Weg in D ist.

Beweis. Es gilt

/7 f(2)dz =

da [ (z —2z)"dz = 0 ist fiir allen € Z\ {-1}.

1
Z U /(z — 20)"dz = a_, / dz = a_12milnd(vy, zp)
V/ gl K

zZ—Z
ne 0

O

Zum Abschlufl dieses Abschnitts betrachten wir periodische, holomorphe Funktionen
und damit zusammenh#ngend Fourierreihen. Hierzu definieren wir fiir a,b € R oder
a = —oo und b = —oo sowie w € C* Parallelstreifen

Sy:={2€C:a<Im(z/w) < b}.

Mit z € S, ist offenbar auch z +w € S,,. Eine auf S, definierte holomorphe Funktion
f heifit w-periodisch, falls

fle+w)=f(2), z€b,

gilt. Die Funktion F gegeben durch F(z) = e**/% ist offenbar holomorph und w-
periodisch. Sie bildet den Streifen S, auf den Kreisring

D={zcC:e?™ < |z <e ™}

ab und es gilt F(z;) = F(22), genau dann wenn 2z = z; + nw fiir ein n € Z ist.

Ist f: S, — C eine holomorphe w-periodische Funktion, so ist f(F!(w)) konstant
fiir alle w € D. BEs existiert daher eine eindeutig bestimmte Funktion f : D — C mit
f= f o F', welche auf D sogar holomorph ist. Wir kénnen die Funktion f daher in D

in ihre Laurentreihe
o0

fw)= 3 aqu"

n=-—oo

entwickeln. Fiir deren Koeffizenten a,, gilt

an—i/ f(w)dw n € 7z,
lw|=¢

2T wntt
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mit geeigentem g. Setzt man w = e>™*/“_ so erhalten wir die Fourier-Darstellung

oo

f(Z): Z ane%’iz/w

n=-—0oo

von f. Sie konvergiert lokal gleichmiflig in S,. Beachtet man, dass fiir zy € S, die
Strecke [29, 29+w] durch F bijektiv auf die Kreislinie 0K,(0) mit o = |F'(z)| abgebildet
wird, so erhalten wir fiir die Koeffizienten

- 1 , 271 —2minz
a, = /{ZO,ZOJM}(f o F)(2) - WF (2)dz = — f(z)e”« dz.

w [20,20+w]

Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

1.6 Satz. Es sei w € C* und f : S, — C eine w-periodische, holomorphe Funktion.
Dann lasst sich f in S, durch seine Fourierreihe

o0

f(Z): Z ane%riz/w

n=-—o00
darstellen, wobei die Koeffizienten a, durch

27TZ —2winz
ap = — f(z)e T, n € 7z,
w [20,20+w]

gegeben sind. Die obige Reihe konvergiert lokal gleichmdfsig in S,,.

1.7 Beispiele.
a) Die Eulerschen Formeln

cosz = (6_” + eiz), sinz = l( —e ¥ 4 ez’z),

1

2 21

sind die komplexen Fourierreihen der Cosinus bzw. Sinusfunktion in C.

b) Die Funktion z — ﬁ ist in der oberen Halbebene holomorph mit Periode w = 27.
Wegen —— = 2¢'*—1— ist

cos z 1+4e2iz

1
CoS 2

(0.@)
=2 Z e e(2ntl)iz Imz > 0,
n=0

die entsprechene Fourierentwicklung.
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2 lsolierte Singularitaten

In diesem Abschnitt leiten wir mit Hilfe der Laurententwicklung eine Klassifikation
isolierten Singularitdten holomorpher Funktionen auf Kreisringen her. Wir beginnen
mit der Definition einer isolierten Singularitit.

2.1 Definition. Es sei z; € C, U eine Umgebung von 2o und f : U\{z} — C eine
holomorphe Funktion. Dann heifit zq isolierte Singularitit von f.Ist > 00 a,(z—z)"
die eindeutig bestimmte Laurentreihe auf einem Kreisring {z € C: 0 < |z — 2| < r fiir
geeignetes r > 0, so heifit

wi(z) :=inf{n € Z : a,, # 0}
die Nullstellenordnung von f in zy. Weiter gilt

wi(z) = 400, a, =0 firallen € Z
A # (0 fiir unendlich viele n < 0.

Wir erldutern den Begriff der isolierten Singularitit anhand der folgenden Beispiele.

2.2 Beispiele.
a) Die Funktionen

FiC S C filz) = Si‘Z”
1
f2: C\{i} = C, fa(2) :== =)

f3:Cx = C, f3(z) :== e/

haben alle eine isolierte Singularitit in 0.
b) Die Funktion f : C\Z — C gegeben durch f(z) = %= hat isolierte Singularitéten
in allen Punkten 2z € Z.

Im Folgenden unterscheiden wir verschiedene Typen von isolierten Singularititen an-
hand der Nullstellenordnung wy(z). Wir beginnen mit sogenannten hebbaren Singula-
rititen.

2.3 Satz. (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

Es seien U C C eine offene Menge, f : U — C eine holomorphe Funktion mit einer
isolierten Singularitit in zo und U := U U {z}. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.
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a) [ ist holomorph in zy fortsetzbar, d.h. es ezistiert eine holomorphe Funktion g :
U— C mit g = f.

b) f ist stetig in zq fortsetzbar.

¢) Es existiert eine Umgebung V' C U von 2 derart, dass fyyay beschrdinkt ist.

d) Es gilt wg(zp) > 0.

Gilt wy(29) > 0 oder eine der oben angegebenen dquivalenten Bedingungen, so heifit z,
eine hebbare Singularitdt.

Beweis. Die Aussagen a)=-b)=-c) sind unmittelbar klar.
c)=d): Nach Voraussetzung ist f(z) = >, .z an(2z — 20)" fiir 0 < |2 — 20| < r mit
geeignetem r > 0 und es existiert ein M > 0 mit

lf(x)| <M, zeV.

Die Koeffizienten a,, sind gegeben durch

1 f(2)
an:—./ _Wdz, 0<Q<T,n€Z

Daher gilt |a,| < %2#993)_{1 = gMn fiir alle n € Z, falls p klein genug gewihlt ist. Fiir
n < 0 und p — 0 folgt somit a,, = 0.

d)=a): Daw;(zy) > 01ist, gilt f(2) = D07 an(z—20)" mit 0 < |2 —2o| < r. Setzt man

9(2) = { fz), 242

aop, Z = 29,

so ist g holomorph auf U.
O

Ein weitere Klasse von Singularitéiten, die sogenannten Pole, werden im néichsten Satz
eingefiihrt.

2.4 Satz. Es sei U C C eine offene Menge und zy eine isolierte Singularitit der
holomorphen Funktion f:U — C. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) lim,,,, |f(2)| = oo, d.h. fir alle ¢ > 0 existiert eine Umgebung V von zy mit

1f(2)] > ¢ fiir allez € VN U.

b) Es gilt —oo < wy(zp) < 0.
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Gilt in der obigen Situation —oo < wy(zp) < 0, so heifit 2y ein Pol von f der Ordnung
—w(2).

Bewess.
a)=b): Zu ¢ = 1 wihle eine Umgebung V' und setze

1
': m, zelUnN V,
9(2) { 0, 2z==z.

Dann ist g stetig auf V' und holomorph auf V' '\ {z}. Nach dem Riemannschen Heb-
barkeitsatz 2.3 ist somit ¢ ist auf V' holomorph und es gilt w,(z) > 0. Weiter, da
g(z0) = 0 ist, folgt 0 < wy(2g). Ferner gilt w,(zy) < 0o. Da wy(zy) = —w,y(20) gilt (vgl.
die Ubungen), folgt somit die Behauptung.

b)=a): Es sei f(z) =372, aj(z — 20)’ mit a_, # 0. Dann gilt f(2) = (2 — 20) "h(2)
fiir eine holomorphe Funktion i mit h(z) = Y27 a; (2 — 2)’ mit h(z) # 0. Also gilt
lim, ., f(z) = oc.

O

2.5 Bemerkung. In der Situation des obigen Satzes lassen sich Polstellen der Funktion
[ wie folgt charakterisieren. Es sei m € N. Dann besitzt die Funktion f : U \ {%} in
2o genau dann einen Pol der Ordnung m, wenn eine holomorphe Funktion g : U — C
mit g(zq) # 0 existiert, derart dass gilt

f =29 e\ ()

(2 — 29)™’

und dies gilt genau dann, wenn eine Umgebung V' C U und Konstanten ¢,C > 0
existieren mit

cdlz =2 <|f(A)| < Clz = 2™, zeU\{x}.

Den nicht schwierigen Beweis dieser Aussagen iiberlassen wir dem Leser als Ubungs-
aufgabe.

Ein dritte Klasse von Singularititen, die sogenannten wesentlichen Singularititen, wird
im folgenden Satz besprochen.

2.6 Satz. (Satz von Casorati-Weierstraf).
Es seiU C C offen, zg € U und zy eine isolierte Singularitit der holomorphen Funktion
f:U\{z} — C. Dann sind dquivalent:

a) Fir alle w € C ezistiert eine Folge (z,) C U\ {20} mit z, — 2o und f(z,) — w.

b) Es gilt ws(z) = —o0.
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Gilt in der obigen Situation ws(z9) = —o0, so heifit 2y wesentliche Singularitit von f.

2.7 Bemerkungen.

a) Der obige Satz wurde erstmals 1868 von dem italienischen Mathematiker Felice
CASORATT (1835-1890) bewiesen; unabhéngig hiervon gab Weierstrafl 1876 einen al-
ternativen Beweis.

b) Die Aussage des Satzes von Casorati-Weierstrafi kann auch wie folgt umformuliert
werden. Es gilt wy(z)) = —oco genau dann, wenn fiir jede Umgebung V' von z, die
Menge f(U NV) dicht in C ist.

Da nicht konstante holomorphe Funktionen offene Abbildungen sind, so ist in der Si-
tuation des obigen Satzes die Menge f(U \ {20}) sogar offen und dicht in C. Eine
wesentliche Verschéirfung dieser Aussage ist der folgende, beriihmte Satz von Picard.

2.8 Satz. (Satz von Picard).
In der Situation des Satz 2.6 sei V' eine Umgebung von zy. Dann gilt f(U \ {z}) =C
oder f(UNV)=C\ {w} fir einw € C.

Ein Beispiel fiir die zuerst beschriebene Situation ist die Funktion f(z) = sinz™',

wihrend f(z) = e ' ein Beispiel fiir den zweiten Fall ist. Der Beweis dieses Satzes
iibersteigt den Rahmen einer einfithrenden Vorlesung und wir verweisen an dieser Stelle
auf die Literatur.

Beweis.
b)=-a): Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existieren ¢ > 0, a € C und
eine Umgebung V von zp mit |f(z) —a| > ¢ fiir alle z € V' \ {z}. Setzt man

1
g9(2) = m,

so ist g holomorph auf V'\ {2} und es gilt [g(z)| < % fiir alle z € V' \ {2}. Nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz ist g holomorph auf V fortsetzbar und lim,,,, g(z)
existiert. Daher besitzt die Funktion f gegeben durch

1
9(z)’

eine hebbare Singularitét, falls lim,_,,, g(2z) # 0 gilt, bzw. einen Pol falls lim,_,,, g(2) =
0 gilt. Nach Satz 2.3 und Satz 2.4 gilt daher ws(z) > —oc, im Widerspruch zur
Annahme.

a)=b): Nach Vorausssetzung besitzt f in zo keinen Pol und keine hebbare Singularitiit.
Die Sdtze 2.3 und 2.4 implizieren daher, dass ws(z9) = —oc gilt.

f(z)=a+

O
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2.9 Bemerkung. Fiir eine isolierte Singularitéit treten also genau die drei folgenden
Fille auf:

a) Es gilt wy(z9) = —oc und z ist eine wesentliche Singularitt.
b) Es gilt —oo < wf(29) < 0 und 2 ist ein Pol.

c) Es gilt wy(z9) > 0 und z, ist eine hebbare Singularitit.

Wir erldutern die verschiedenen Klassen von Singularitédten anhand der folgenden Bei-
spiele.

2.10 Beispiele.
a) Die Funktion f gegeben durch f(z) = ®2 hat in 0 eine hebbare Singularitit, denn
es gilt

sin 2 1 23 2P 22

z z(z 3! * 5! ) =1 3! T

und somit ist w;(0) > 0.

b) Die Funktion f gegeben durch f(z) = m hat einen Pol in 0 der Ordnung 1 sowie
einen Pol in ¢ der Ordnung 2.

¢) Die Funktion f : C* — C gegeben durch

besitzt in 0 eine wesentliche Singularitiit.
d) Die Funktion f definiert durch f(z) = cot(rz) besitzt in jedem z € Z einen Pol
erster Ordnung.

3 Meromorphe Funktionen

Der vorherige Abschnitt zeigte, dass das Studium holomorpher Funktionen f in der
Néhe von isolierten Singularitdten zy iibersichtlich bleibt, sofern zy eine Polstelle von
f ist. Funktionen dieser Art bekamen historisch gesehen schon sehr friih einen eige-
nen Namen und wurden 1875 von BRIOT und BOUQUET meromorph genannt. Sie
lassen sich nicht nur addieren, subtrahieren und multiplizieren, sondern, im Gegen-
satz zu holomorphen Funktionen, auch dividieren; speziell bilden die in einem Gebiet
meromorphen Funktionen einen Korper im Sinne der Algebra.

Wir beginnen diesen kurzen Abschnitt mit der Definition von meromorphen Funktio-
nen.
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3.1 Definition. Es sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit meromorph, falls
eine diskrete Menge Py C U existiert derart, dass

i) f € U\ Py holomorph ist und

ii) jedes zy € Py ein Pol von f ist.

Weiter ist M(U) die Menge aller auf U meromorphen Funktionen, d.h. es gilt

M(U) :={f:U — C, f meromorph in U}.

3.2 Bemerkungen.

a) Die Menge P; heifit Polstellenmenge von f und ist offensichtlich abgeschlossen.
Insbesondere, da Py = () zugelassen ist, sind in U holomorphe Funktionen natiirlich
auch meromorph.

b) Da P; diskret und abgeschlossen ist folgt (analog zur Situation des Identititssatzes),
dass die Polstellenmenge einer in U meromorphen Funktion entweder leer oder endlich
oder abzédhlbar ist.

¢) In U meromorphe Funktionen mit Py # () sind keine Abbildungen U — C. Unsere
im vorigen Abschnitt gegebenen Charakterisierung von Polstellen legt es nahe, als
Funktionswert in einer Polstelle das Element co zu wéhlen:

f(z) := o0, z € Py.

Somit kénnen wir in U meromorphe Funktionen als spezielle Abbildungen U — CU{cc0}
auffasssen.

d) Wir nennen eine Funktion f meromorph in zy € U, falls f in einer Umgebung von
2o meromorph ist. Jede solche Funktion f # 0 besitzt daher in einer Umgebung von zg
die Darstellung

f(2) = anlz = 20)",

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a, € C, a,, # 0 fiir ein m € Z.

3.3 Beispiele.
a) Jede rationale Funktion f gegeben durch

ag+ a1z + ...+ anz™

bn 07 ) N)
bo+biz+ ...+ by’ 7 0,m,m €

f(z) =

ist meromorph in C. Die Polstellenmenge Py ist endlich.

b) Die Cotangensfunktion cot definiert durch cot(7z) = <5 ist meromorph aber nicht

sinmz
rational. Fiir die Polstellenmenge P,y gilt P,y = Z.
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Meromorphe Funktionen lassen sich auf natiirliche Weise addieren, subtrahieren und
multiplizieren. Wir iiberlassen es dem Leser als Ubungsaufgabe zu zeigen, dass mit
f,g € M(U) auch f + g sowie fg € M(U) gilt. Die Rechenregeln fiir holomorphe
Funktionen implizieren weiter das folgenden Lemma.

3.4 Lemma. Die Menge M(U) aller auf U meromorphen Funktionen ist eine Algebra
beziiglich Addition und Multiplikation, welche die Algebra H(U) aller auf U holomor-
phen Funktionen als Unteralgebra enthdlt. Fir f,g € M(U) gilt

Pf:P_f, PfigCPfUPg, PfgCPfUPg.

Im Ring H(U) der auf U holomorphen Funktionen darf man genau dann durch g €
H(U) teilen, wenn g keine Nullstellen in U besitzt. Im Folgenden zeigen wir, dass man
im Ring M(U) auch durch Funktionen dividieren darf, die Nullstellen besitzen. Unter
der Nullstellenmenge Ny einer meromorphen Funktion f € M(U) verstehen wir die
Nullstellenmenge der holomorphen Funktion fii\p, € H(U \ Py). Offensichtlich ist N
abschlossen in U. Es gilt dann der folgende Satz.

3.5 Satz. Fir eine Funktion f € M(U), U C C offen, sind folgende Aussagen dqui-
valent.

a) Es existiert eine Funktion g € M(U) mit fg =1,

b) Die Nullstellenmenge Ny ist diskret in U.

Beweis. Nach Aussage a) gilt f(zy) = 0 genau dann wenn g(zo) = oo, bzw. f(2) = ¢
genau dann wenn g(zp) = 0 ist. Dies bedeutet Ny = P, und P; = N, und insbesondere
ist die Nullstellenmenge Ny als Polstellenmenge einer in U meromorphen Funktion g
diskret in U.
Umgekehrt folgt aus Aussage b), dass die Menge M := N;U P, diskret und abgeschlos-
sen ist in U. Daher ist g := 1/f holomorph auf U \ M. Jeder Punkt von N; ist ein
Pol von g und jeder Punkt von P ist eine hebbare Singularitdt von g und somit gilt
g€ M(U).

O

Nach dem obigen Satz ist im Ring H(U) der Quotient f/g zweier Funktionen f,g €
M(U) genau dann definiert, wenn N, diskret in U ist.
Eine wichtige Folgerung des obigen Satzes ist die folgende Aussage.

3.6 Korollar. Ist G C C ein Gebiet, so ist M(G) ein Kdrper.
Beweis. Es sei f € M(G) nicht das Nullelement. Dann ist fi\p, nicht das Nullelement

von H(G \ Pf). Da mit G auch G\ P; ein Gebiet ist (Ubungsaufgabe), ist Ny diskret
in G und die Behauptung folgt aus obigem Satz.
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O

Wir beschliessen diesen kurzen Abschnitt mit zwei weiteren Bemerkungen iiber die
algebraische Natur von M(G).

3.7 Bemerkungen.

a) Wir withlen speziell G = C. Dann enthilt der Kérper M(C) den Kérper Clz] der
rationalen Funktionen als echten Unterkorper, da etwa cot z ¢ C[z] gilt.

b) Wir wissen aus der Algebra, dass jeder Integrationsring einen kleinsten ihn umfassen-
den Korper, d.h. seinen Quotientenkorper besitzt. Es ist klar, dass der Quotientenkorper
von H(G) im Koérper M(G) enthalten ist. Es gilt weiter die deutlich schwieriger zu be-
weisende Aussage, dass der Korper M(G) der Quotientenkdrper von H(G) ist.
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4 Der Residuensatz

Der Residuensatz ist die Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes auf Funk-
tionen mit isolierten Singularitdten und besitzt als solcher zahlreiche Anwendungen in
der gesamten Analysis. Im Beweis fithren wir seine Aussage via der Laurentdarstellung
auf den Cauchyschen Integralsatz zuriick.

Genauer gesagt, sei U C C offen, f : U — C eine bis auf isolierte Singularitéiten
holomorphe Funktion, welche in {z € C : 0 < |z — 2| < r} in ihre Laurentreihe
f(z) =300 an(z — 20)™ entwickelt sei, wobei r so gewihlt ist, dass f hochstens in
2y eine isolierte Singularitét besitzt.

4.1 Definition. In der obigen Situation heifit Resy(zo) := a_y das Residuum von f in
20-

4.2 Bemerkung. Nach Theorem 1.2 gilt

1

Resy(z) = 2—7”/ | f(z)dz, 0<o<r.
2—20|=0

4.3 Beispiele.
a) Ist wy(zg) > —1, so gilt
Resy(z) = lim (2 — 29) f(2).

Z—20

Es gilt ndmlich f(2) = =~ + g¢(2) fiir eine holomorphe Funktion ¢ und somit ist

z—20

(2 — 20)f(2) = a1 + ag(z — 29) + 9(2) (2 — 29). Insbesondere besitzt
i) die Funktion z — z_—le in 2y das Residuum 1,

ii) die Funktion z — ﬁ in 2y das Residuum 0.

iii) und z — ﬁ in 0 das Residuum —1.

b) Gilt ws(z9) > 0, so folgt Resy(zy) = 0.
¢) Eine meromorphe Funktion f € M(U) heifit Nichtnullteiler in M(U), falls fiir alle
g € M(U) mit g # 0 gilt: fg # 0. Fiir eine solche Funktion und 2, € U gilt

Resf//fzo = wf(Zo).

Beweis als Ubungsaufgabe!
d) Ist 29 € U ein einfacher Pol von f: U — C und ist g holomorph in zy, so gilt

Resyy(20) = g(z0)Resy(2o).
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e) Ist f : U — C holomorph mit einer einfachen Nullstelle in z, € U und ist ¢ in 2
holomorph mit g(z) # 0, so gilt

Resy)f(20) =

f) Besitzt f: U — C in 2y € U einen Pol der Ordnung m € N, so gilt fiir g definiert
durch g(z) := (z — 20)" f(2)

1
Resy(z) = 'g(m_l)(zg).

m—1)
Wie empfehlen den Beweis der Aussagen d)e) und f) als Ubungsaufgaben durch-
zufiihren.

Das folgende Theorem ist das Hauptergebnis dieses Abschnitts.

4.4 Theorem. (Residuensatz).
FEs sei U C C eine offene Menge, S C M diskret und f : U\ S — C eine holomorphe
Funktion. Ist v ein nullhomologer Zyklus in U mit spur(y) NS =0, so gilt

/f(z)dz = 27riZI(fy,w)Resf(w).

wEeS

Es ist interessant zu bemerken, dass die obige Summe endlich ist, da Ind(y,w) # 0 nur
fiir endlich viele Singularitéiten von f gilt.

Beweis. Es seien zq,. .., z, die isolierten Singularititen von f mit I(v,z;) # 0. Die
Laurentreihe von f um z; lautet
o] -1 00
f(z) = Z an(z — z;)" = Z an(z — 2)" + Zan(z —z)"
n=-—00 n=-—00 n=0

Bezeichnet man den ersten Summanden auf der rechten Seiten mit h;(z), so ist h;
holomorph auf C\{z;} und somit ist f — > h; holomorph auf C\ S. Nach dem
Cauchyschen Integralsatz gilt dann

m m -1
/f(z)dz = Z/hz(z)dz:Z/ Z ani(z — 2;)"dz
v i=1 "7 i=1 "7 n=-—00
m -1 m
- Z /an,i(z—zi)"dz:Za_l,i/ ! dz
i=1 n=—00 "7 im1 v 2T Zi



