
III Der globale CauhysheIntegralsatz
In diesem Kapitel werden wir unsere bisherigen �Uberlegungen �uber Kurvenintegralevertiefen und noheinmal ausbauen. Diejenigen geshlossenen Integrationswege  ineinem Gebiet G � C , f�ur welhe R f(z)dz = 0 f�ur eine in G holomorphe Funktion fgilt, lassen sih geometrish harakterisieren: es sind genau diejenigen Wege, die keinenPunkt des Komplements von G "im Inneren\ enthalten.Diese Vorstellung wird im ersten Abshnitt durh den Begri� der Umlaufzahl pr�azi-siert. Im ersten Abshnitt werden wir diese f�ur Zyklen, d.h. also geshlossene Ketten,einf�uhren. Der Begri� der Umlaufzahl ist im folgenden Abshnitt 2 �uber die globaleCauhyshe Integralformel ein wihtiges Hilfsmittel. Er erlaubt es pr�azise geometrisheBedingungen anzugeben, unter denen der Cauhyshe Integralsatz bzw. die Cauhy-shen Integralformeln auf allgemeinere Gebiete als bisher betrahtet, verallgemeinertwerden k�onnen. Von zentraler Bedeutung in diesem Zusammenhang sind sogenanntenullhomologe Zyklen. Besonders zu erw�ahnen ist auh die Tatsahe, dass die in Ab-shnitt 2 vorgestellten sehr eleganten Beweise des globalen Cauhyshen Satzes erst1971 von John DIXON entwikelt wurden.1 UmlaufzahlenWir beginnen diesen Abshnit mit der De�nition einer Kette bzw. eines Zyklus.1.1 De�nition. Es seien 1; : : : ; n Wege in C , K := spur 1 [ : : : [ spur n undTj : C(K)! C lineare Abbildungen de�niert durh Tjf := Rj f(z)dz.a) Eine Kette  ist eine formale Summe = 1 + : : :+ n;welhe durh die Vorshrift Z f(z)dz := nXj=1 Zj f(z)dz41



42 Kapitel III Der globale Cauhyshe Integralsatzinduziert wird. Ferner gilt spur  := K.b) Ist j f�ur jedes j 2 f1; : : : ; ng ein Weg in einer o�enen Menge G � C , so hei�t eine Kette in G.) Ist j f�ur jedes j 2 f1; : : : ; ng ein geshlossener Weg, so hei�t  ein Zyklus .
1.2 Bemerkungen. a) Eine Kette kann nat�urlih auf vershiedene Weisen dargestelltwerden. Es gilt dann 1 + : : :+ n = �1 + : : :+ �m;falls spur1 [ : : : [ spurn = spur�1 [ : : : [ spur�m =: K undnXj=1 Zj f(z)dz = mXj=1 Z�j f(z)dz; f 2 C(K)gilt.b) Ist weiter  = 1 + : : : + n eine Kette, so shreiben wir � f�ur die Kette, dieentsteht, wenn jeder Weg j durh den Weg �j ersetzt wird.) Die Summe von Ketten ist klarerweise wie folgt de�niert. F�ur zwei Ketten  und �ist die Summe  + � bestimmt durh spur ( + �) = spur () [ spur (�) undZ+� f(z)dz = Z f(z)dz + Z� f(z)dz; f 2 C(spur  [ spur �):1.3 Beispiele. a) Klarerweise ist jede Linearkombination von geshlossenen Wegen(de�niert analog zu )) ein Zyklus.b) Ist  ein Integrationsweg, so ist die Kette  +�() nat�urlih ein Zyklus.Wir de�nieren nun den wihtigen Begri� der Umlaufzahl.1.4 De�nition. Es sei  ein Zyklus und w 2 C n spur . Dann hei�tInd(; w) := 12�i Z 1z � wdzdie Umlaufzahl bzw. der Index von  bez�uglih w.Aus geometrisher Siht ist es zun�ahst ziemlih unklar, warum der obige AusdrukUmlaufzahl genannt werden soll. Erst die folgenden Untersuhungen werden den Begri�



1 Umlaufzahlen 43der Umlaufzahl dann veranshaulihen k�onnen. Wir notieren jedoh zwei unmittelbareFolgerungen aus der De�nition. F�ur zwei Zyklen 1 und 2 giltInd(1 + 2; w) = Ind(1; w) + Ind(2; w); w =2 spur 1 [ spur 2Ind(�1; w) = �Ind(1; w); w =2 spur 1:Warum hei�t Ind(; w) Umlaufzahl von  um w? Die folgende Beispiele zeigen zumin-dest, dass Ind(; w) die Anzahl der Uml�aufe von  um w misst, falls der Zyklus durh Summen von Kreislinien gegeben ist.1.5 Beispiele.a) F�ur w 2 C und m 2 N sei  : [0; 2�℄ ! C gegeben durh (t) := w + reimt. Danngilt Ind(; w) = 12�i Z 1z � wdz = 12�i Z 2�0 imreimtreimt dt = m:Im Falle m = 1 liefert die Cauhyshe Integralformel weiter Ind(; z) = 1 f�ur allez 2 Br(w). Der Cauhyshe Integralsatz f�ur konvexe Gebiete impliziert jedoh, dassInd(; z) = 0 f�ur alle z 2 C nBr(w)gilt.b) Ist  = �BR(z0) � �Br(z1) die Di�erenz zweier Kreislinien und gilt Br(z1) ��BR(z0), so gilt Ind(; z) = � 1; z 2 BR(z0) nBr(z1)0; jz � z1j < r oder jz � z0j > R:1.6 Satz. Ist  ein Zyklus und z 2 C n spur , so gilt Ind(; z) 2 Z.Beweis. Es sei  = Pnj=1 �jj ein Zyklus, wobei wir OBdA annehmen d�urfen, dassjedes j �uber [0; 1℄ parametrisiert ist. Wir beweisen Im Folgenden nur den Fall von dif-ferenzierbaren Zyklen; der allgemeine Fall sei dem Leser als �Ubungsaufgabe �uberlassen.De�niert man F : [0; 1℄! C durhF (t) := 12�i nXj=1 �j Z t0 0j(s)j(s)� z ds;so gilt F (0) = 0 und F (1) = Ind(; z). Da F stetig und st�ukweise di�erenzierbar ist,gilt dies auh f�ur die Funktion G de�niert durh G(t) := e�2�iF (t)Qnj=1 �j(t) � z��jund es giltG0(t) = e�2�iF (t) nYj=1(0j(t)� z)�j�� 2�iF 0(t) + nXj=1 �j0j(t)j(t)� z � = 0:



44 Kapitel III Der globale Cauhyshe IntegralsatzDeshalb ist G auf [0; 1℄ st�ukweise konstant und es existiert ein  2 C mitnYj=1(j(t)� z)�j = e2�iF (t); t 2 [0; 1℄:Insbesondere folgt  6= 0. Da  ein Zyklus ist, folgtnYj=1(j(0)� z)�j = nYj=1(j(1)� z)�j ;und somit ist e2�iF (1) = e2�iF (0) = 1:Daher gilt F (1) = Ind(; z) 2 Z. �Eine weitere Eigenshaft der Umlaufzahl wird im folgenden Satz beshrieben.1.7 Satz. Ist  ein Zyklus und z 2 C n spur(), so gilta) Ind(; z) ist konstant auf jeder Wegkomponente von C n spur (),b) Ind(; z) = 0 auf der unbeshr�ankten Wegkomponente.Beweis. Da die in der De�nition von Ind(; z) auftretenden Integranden stetig sind,gilt dies auh f�ur die auf C n spur  de�nierte Funktion z 7! Ind(; z). Weiter, daInd(; z) 2 Z gilt, ist Ind(; z) auf jeder Wegkomponenten von C n spur () konstant.Nah Voraussetzung gilt spur  � BR(0) f�ur ein R > 0. Das Komplement C n BR(0)ist o�en, zusammenh�angend, hat leeren Shnitt mit spur  und ist die unbeshr�ankteWegkomponente. Ferner enth�alt sie eine Folge (zn) mit dist(zn; spur ) ! 1. Dahergilt limn!1 Ind(; zn) = 0;und wegen der Ganzzahligkeit von Ind(; z) nah a) folgt Ind(; z) = 0 auf der unbe-shr�ankten Wegkomponente von C n spur (). �2 Der globale Cauhyshe IntegralsatzIn diesem Abshnitt verallgemeinern wir den Cauhyshen Integralsatz f�ur konvexeGebiete bzw. die Cauhyshen Integralformeln f�ur Kreise auf allgemeinere Gebiete inC . Die folgende De�nition ist hierf�ur von zentraler Bedeutung.



2 Der globale Cauhyshe Integralsatz 452.1 De�nition.Ist G � C o�en, so hei�t ein Zyklus  in G nullhomolog, falls f�ur jedes z 2 C nGInd(; z) = 0gilt. Weiter hei�en zwei Zyklen 1 und 2 homolog in G, falls 1� 2 nullhomolog in Gist.2.2 Beispiele.a) Es sei G = C � := C n f0g und r : [0; 2�℄ ! C � sei f�ur r > 0 gegeben durhr(t) = reit. Dann gilt Ind(r; 0) = 12�i Z 1z dz = 1;und somit ist r niht nullhomolog.b) F�ur die Di�erenz von r1 und r2 mit r1; r2 > 0, d.h. f�ur  := r1 � r2 giltInd(; 0) = Ind(r1; 0)� Ind(r2; 0) = 1� 1 = 0:Also ist  nullhomolog.) Im Folgenden skizzieren wir einige Beispiele von homologen Zyklen.i)
Die skizzierten Wege 1 und 2 sind homolog. Dies ist f�ur Punkte w innerhalb derWege klar, da die Umlaufzahlen jeweils 1 sind. Liegt w in einer unbeshr�anktenWegkomponente, so ist die Umlaufzahl 0.ii)
Der skizzierte Weg windet sih zun�ahst um das obere Loh gegen den Uhrzei-gersinn, dann um das untere Loh im Uhrzeigersinn, dann um das obere bzw.untere Loh im umgekehrter Rihtung. Dieser Zyklus ist nullhomolog.



46 Kapitel III Der globale Cauhyshe Integralsatziii)
Der hier beshriebene Weg ist nullhomolog.d) Ein Beispiel eines nihtnullhomologen Zyklus ist in der folgende Skizze gegeben.

2.3 Bemerkung. De�niert man das Innere von  durhInn() := fw 2 C n spur () : Ind(; w) 6= 0g;so ist  nullhomolog in einer o�enen Menge G � C , genau dann wenn Inn() � G gilt.Das folgende Theorem ist eines der Hauptergebnisse der Funktionentheorie.2.4 Theorem. (Globaler Cauhysher Integralsatz und globale Cauhyshe Integral-formel).Es seien G � C o�en, f : G! C eine holomorphe Funktion und  ein nullhomologerZyklus in G. Dann gilt:a) R f(z)dz = 0.b) F�ur alle z0 2 G n spur () und n 2 N [ f0g giltInd(; z0)f (n)(z0) = n!2�i Z f(z)(z � z0)n+1dz:Beweis. Wir notieren zun�ahst, dass die Aussage a) aus der Aussage b) folgt. Um dieseinzusehen, sei z0 2 G n spur  und F sei de�niert durh F (z) = f(z)(z � z0). Dannist F holomorph auf G und es gilt F (z0) = 0. Nah Aussage b) mit n = 0 gilt0 = Ind(; z0)F (z0) = 12�i Z F (z)(z � z0)dz = 12�i Z f(z)dz;



2 Der globale Cauhyshe Integralsatz 47also die Behauptung.Im Folgenden beweisen wir daher die Aussage b). Wir beshr�anken uns dabei auf denFall n = 0; der Fall f�ur beliebiges n 2 N folgt dann durh di�erenzieren.Nah De�nition gilt Ind(; z0) = 12�i R 1(��z0)d� und somit ist die Behauptung �aquiva-lent dazu, dass h(z) := Z f(�)� f(z)� � z d� = 0; z =2 spur ();gilt. Im Folgenden beweisen wir, dass h zu einer auf ganz C holomorphen Funktionfortgesetzt werden kann, f�ur welhe limjzj!1 h(z) = 0 gilt. Der Satz von Liouvilleimpliziert dann h = 0 und somit die Behauptung.Wir unterteilen den Beweis in 4 Teilshritte und de�nieren zun�ahst die Funktiong : G�G! C durh g(�; z) := � f(�)�f(z)��z ; � 6= zf 0(z); � = z:Shritt 1. Die Funktion g ist stetig auf G�G.F�ur (�0; z0) 2 G�G mit �0 6= z0 ist g als Quotient stetiger Funktionen wiederum stetig.Gilt �0 = z0, so betrahten wir g(�; z)� g(z0; z0) auf UÆ(z0)�UÆ(z0), wobei UÆ(z0) eineUmgebung von z0 bezeihnet. Gilt � = z, so folgtjg(�; z)� g(z0; z0)j = jf 0(z)� f 0(z0)j ! 0 f�ur z ! z0;da f 0 stetig ist. Gilt � 6= z, so folgtjg(z; z)� g(z0; z0)j = jf(�)� f(z)� � z � f 0(z0)j = �� 1� � z Z[z;�℄(f 0(w)� f 0(z0))dw��� 1j� � zj j� � zj supw2[z;�℄ jf 0(w)� f 0(z0)j ! 0; f�ur z ! z0;wiederum da f 0 in z0 stetig ist.Shritt 2. De�niert man die Funktion h0 : G! C viah0(z) := Z g(�; z)d�;so ist h0 holomorph auf G.Um dies zu beweisen, wollen wir den Satz von Morera anwenden. Hierzu sei �4 derRand eines Dreieks 4 in G. Dann giltZ�4 h0(z)dz = Z�4 Z g(�; z)d�dz = Z Z�4 g(�; z)dzd�;



48 Kapitel III Der globale Cauhyshe Integralsatzda wegen der Stetigkeit des Integranden die Integrationsreihenfolge vertausht werdendarf. F�ur festes � ist die Funktion g(�; �) holomorph in G und der Satz von Goursatimpliziert, dass Z�4 g(�; z)dz = 0und somit auh R h0(z)dz = 0 gilt.Shritt 3. Holomorphe Fortsetzung auf ganz C .Setzt man G0 := fz 2 C : Ind(; z) = 0g, so besitzt h0 auf G \G0 die Darstellungh0(z) = Z f(�)� � z d� =: h1(z); z 2 G \G0:Nun ist h1 holomorph auf G0 und wir k�onnen h0 viah(z) := � h0(z); z 2 Gh1(z); z 2 G0zu einer holomorphen Funktion auf G [ G0 fortsetzen. Nah Vorausssetzung ist  einnullhomologer Zyklus in G und somit gilt G [G0 = C , d.h. h ist holomorph auf ganzC .Shritt 4. Anwenden des Satzes von Liouville.F�ur z 2 G0 gilt jh(z)j � L()maxz2 jf(z)j 1dist(z; ) ;und da G0 das Komplement eines hinreihend gro�en Kreises um 0 enth�alt, gilt dieobige Absh�atzung auh dort. Daher ist h beshr�ankt und nah dem Satz von Liouvilleist h somit konstant. W�ahlt man eine Folge (zn) in G0 mit jznj � n f�ur alle n 2 N , sofolgt h � 0 und somit die Behauptung. �Eine wihtige Konsequenz des obigen Theorems ist die Tatsahe, dass f�ur homologeZyklen 1 und 2 das Integral �uber den Zyklus 1 einer holomorphen Funktion durhden Zyklus 2 ersetzt werden kann ohne den Wert des Integrals zu ver�andern.2.5 Korollar. Es seien 1 und 2 homologe Zyklen auf einer o�enen Menge G � Cund f : G! C eine holomorphe Funktion. Dann giltZ1 f(z)dz = Z2 f(z)dz:Neben den bisher betrahteten nullhomologen Wegen ist ein weiteres topologishesKonzept f�ur den Cauhyshen Integralsatz von Interesse, die sogenannte Homotopievon Wegen.



2 Der globale Cauhyshe Integralsatz 492.6 De�nition. a) Es seien G � C eine o�ene, niht leere Menge und 1; 2 : [0; 1℄! Gzwei Wege in G mit gleihem Anfangspunkt a 2 G und Endpunkt e 2 G. Dann hei�en1 und 2 homotop in G, falls eine stetige Funktion h : [0; 1℄� [0; 1℄! G existiert mith(�; 0) = 1; h(�; 1) = 2; h(0; �) = a; h(1; �) = e; f�ur � 2 [0; 1℄:b) Weiter hei�t eine Weg  nullhomotop, falls  homotop zum konstanten Weg ~(t) := ,t 2 [0; 1℄, f�ur ein  2 G ist.Sowohl die Homologie als auh die Homotopie de�niert eine �Aquivalenzrelation. DieMenge der �Aquivalenzklassen geshlossener Wege bez�uglih Homotopie in G wird alsFundamentalgruppe von G bezeihnet. Ist G � C o�en und sind 1; 2 : [0; 1℄ ! Cgeshlossene Wege in G, so kann man zeigen, dass 1 und 2 homolog sind, sofern siehomotop sind.Wir zeihnen eine Klasse von Gebieten, f�ur welhe der Cauhyshe Integralsatz ohneHomologievoraussetzung anwendbar ist, besonders aus.2.7 De�nition. Ein Gebiet G � C in dem jeder Zyklus nullhomolog ist, hei�t einfahzusammenh�angend.Einfah zusammenh�angende Gebiete sind also genau diejenigen Gebiete in denenZ f(z)dz = 0gilt f�ur jede auf G holomorphe Funktion f und jeden Zyklus  in G. Klarerweise istalso jedes konvexe Gebiet einfah zusammenh�angend.Wir beshlie�en diesen Abshnitt mit einer Charakterisierung einfah zusammenh�angen-der Gebiete. Den Beweis wollen wir an dieser Stelle jedoh niht f�uhren.2.8 Satz. F�ur ein Gebiet G � C sind folgende Ausagen �aquivalent.a) G ist einfah zusammenh�angend.b) Ist A = A1 [ A2 eine Zerlegung von A = C nG in abgeshlossene und disjunkteTeilmengen A1 und A2, so ist Ai f�ur ein i 2 f1; 2g genau dann kompakt, wennAi = ; gilt.Anshaulih kann man einfah zusammenh�angende Gebiete also dadurh beshreiben,dass sie keine "L�oher\ besitzen.



50 Kapitel III Der globale Cauhyshe IntegralsatzG1 ist einfah zusammenh�angend, G2 und G3 sind es niht.Topologish gesehen l�asst sih mittels der Indexfunktion auh das Innnere bzw. das�Au�ere eines geshlossenen Weges de�nieren. Genauer gesagt, ist  ein geshlossenerWeg in C , so hei�en die MengenInt() := fz 2 C nspur : Ind(; z) 6= 0g bzw. Ext() := fz 2 C nspur : Ind(; z) = 0g;das Innere bzw. das �Au�ere von . Dann istC = Int() [ spur() [ Ext()eine disjunkte Zerlegung von C . Da die Indexfunktion lokal konstant ist, sind die Men-gen Int() und Ext() o�en in C und f�ur den topologishen Rand von Int() undExt() gilt �Int() � spur() und �Ext() � spur():Weiter gilt die folgende Aussage.2.9 Satz. Ist  ein geshlossener Integrationsweg und gilt spur() � Br(z0) f�ur einz0 2 C und ein r > 0, so giltInt() � Br(z0) und C nBr(z0) � Ext():Den Beweis �uberlassen wir dem Leser als �Ubungsaufgabe.


