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5 Mittelwerteigenschaft und harmonische Funktionen

Im vorigen Abschnitt hatten wir das Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen
aus dem Satz iiber die Gebietstreue hergeleitet. Erstes Ziel dieses Abschnitts ist es
zu zeigen, dass das Maximumsprinzip fiir eine grofiere Klasse von Funktionen gilt. Tm
zweiten Teil dieses Abschnitts untersuchen wir dann harmonische Funktionen, das sind
Funktionen, fiir welche Au = 0 in einem Gebiet G C C gilt.

Im Folgenden sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion, z5 € G und
B, (z9) CC G. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

1 f(2) 1 /27T "
- dz = — + MVt
/(z0) 2 /6&(20) 2= 2 ‘T or 0 f(zo + et

Das Integral auf der rechten Seite heifit auch Mittelwert von f auf 9B, (zp). Die folgende
Definition ist daher natiirlich.

5.1 Definition. Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. Gibt
es zu jedem zy € G ein R > 0 mit

1 2 )
= _/ f(zo +re)dt  fir alle r < R,
21 Jo

so besitzt [ auf G die Mittelwerteigenschaft.

5.2 Bemerkungen.

a) Wir haben schon gesehen, dasss holomorphe Funktionen die Mittelwerteigenschaft
besitzen.

b) Geniigen f und g der Mittelwerteigenschaft, so gilt dies auch fiir af + fg mit
a, B € C sowie fiir Re f,Im f und f.

Das Maximumsprinzip lautet in dieser Situation wie folgt.

5.3 Satz. Fs sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine Funktion, welche der Mittel-
werteigenschaft geniigt. Besitzt |f| in zo € G ein lokales Mazimum, so ist f in einer
Umgebung von zy konstant.

Beweis. OBdA diirfen wir annehmen, dass f(zo) reell und f(z9) > 0 gilt. Wahle R > 0
so, dass

-
N

N
Vv

|z — 2o < R und

1f (=),
f(z0) = QL/ (20 +7e")dt, r<R
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gilt. Definieren wir g weiter durch g(z) := Re f(z) — f(20), so besitzt nach Bemerkung
5.2.b) g ebenfalls die Mittelwerteigenschaft und es gilt

o) o) < IFE) - F) <0, =zl <R
' g(z) = 0.
Somit folgt
1 2w ;
0=g(z)= ﬁ/o 9(zo +re’)dt

und wegen (5.1) folgt g(zg + re') = 0 fiir alle t € [0,27]. Da r < R beliebig gewéhlt
werden konnte, gilt g(z) = 0 fiir alle z mit |z — zo| < R. Dies impliziert jedoch f(zy) =
Re f(z) und somit

|f(2)] < f(z0) =Re f(z) < [f(2)], [z — 2| <R
Es gilt also f(z) = Re f(z) und somit f(z) = f(z) fiir alle z mit |z — zy| < R.
0

5.4 Korollar. Ist f in der Situation von Satz 5.3 das Gebiet G beschrinkt und f :
G — C stetig, so nimmt | f| ihr Mazimum beziglich G auf 0G an.

Im Folgenden studieren wir weiter sogenannte harmonische Funktionen und beginnen
mit ihrer Definition.

5.5 Definition. Eine Funktion v : M C R?> — R heif$t harmonisch, falls u zweimal
stetig differenzierbar ist und

gilt fiir alle (z,y) € M.

Ist insbesondere u : U C C — C holomorph, so gilt

Pu  0%*u 0*u
+ e 4 — =
ox?  Oy? 020%

0,

welches besagt, dass holomorphe Funktionen harmonisch sind. Die Beziehung Au =
Ay impliziert ferner, dass Real- und Imaginérteile holomorpher Funktionen wiederum
harmonisch sind. Wir fassen diese Uberlegungen im folgenden Satz zusammen.

5.6 Satz. Holomorphe Funktionen und ihre Real- bzw. Imagindrteile sind harmonische
Funktionen.
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Gibt es noch weitere harmonische Funktionen? Eine Antwort hierauf gibt der folgende
Satz.

5.7 Satz. Es set G C C ein konveres Gebiet und u : G — R eine harmonische
Funtkion. Dann existiert eine holomorphe Funktion f : G — C derart, dass Re f = u
gilt. Weiter gilt f = u + ic fir ein c € R.

Beweis. Definiere die Funktion A : G — R durch

ou Ou ou
—o = ;22
h 0z Ox Zay

Nach Voraussetzung ist h stetig differenzierbar. Dariiber hinaus ist h auf G holomorph,

da oh d 0 1
u
0z 9:9. 2" 0, z€C
gilt. Nach Satz 1.3 besitzt h eine Stammfunktion f auf G, d.h. es gilt f'(z) = h(z) fiir
alle z € GG. Somit gilt nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

_ i _oRef(z) Ref(z) Ref(2)
hz) = fi(z) =2 o or dy

und es folgt, dass sich v und Re f nur um eine Konstante ¢ unterscheiden. Setzen wir
g = f — ¢, so gilt Reg = u. Die zweite Aussage des Satzes folgt aus dem folgenden
Lemma.

O

5.8 Lemma. FEs sei G C C ein Gebiet und f,g : G — C zwei holomorphe Funktion
mit Re f = Reg auf G. Dann existiert ein ¢ € R mit f = g + ic.

Beweis. Ubungsaufgabe.

5.9 Korollar. Jede harmonische Funktion ist beliebig oft differenzierbar.
Kombinieren wir Satz 5.7 mit Bemerkung 5.2a) und b), so folgt die folgende Aussage.
5.10 Satz. Harmonische Funktionen besitzen die Mittelwerteigenschaft.

Das Maximumsprinzip iibertrégt sich wegen Satz 5.3 auf die Situation von harmoni-
schen Funktionen wie folgt.
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5.11 Satz. (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen).

Es sei G C R? ein Gebiet.

i) Besitzt eine harmonische Funktion f : G — R in zg € G ein lokales Mazimum
(Minimum), so ist f konstant.

i) Ist G zusdtzlich beschrinkt und f : G — C harmonisch sowie auf G stetig, so nimmt
f ithr Mazimum bzw. ihr Minimum auf OG an.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch ein klassisches Problem der Ana-
lysis, das sogenannte Dirichlet-Problem. Dieses Problem lautet wie folgt: Es sei G C C
ein Gebiet und g eine auf OG stetige, reelle Funktion. Gesucht ist eine auf G stetige
und in G harmonische Funktion mit u|sq = ¢, d.h. also

Au = 0, z €@,
u = g, x€0G.

Im Folgenden zeigen wir, dass das Dirichletproblem auf dem Einheitskreis 16sbar ist
und dass es auf beschrinkten Gebieten hochstens eine Losung dieses Problems geben
kann. Hierzu sei D = {2z € C: |z| < 1} und f holomorph in einer Umgebung von D.
Nach der Cauchy Integralformel gilt

f(z) = 1/ f(g)df, z € D.

2mi ap & — 2

Setzen wir & = €, so folgt

o — e iy

o= [

Wenden wir diese Darstellung auf die Funktion % an, so folgt

01Tt
Tk T

1— 22 2n —eWz2
und somit
L2 (=P ” Lo g L=z
_ L) eV dh = — 0y 171 9.
/) 277/0 1 —e 022 f(e%) 27r/0 fle )‘620 — 22

Die obige Darstellung des Funktionswertes als Integral iiber einen gewissen ,,Kern®,
den sogeannten Poissonkern, fiihrt auf folgende Definition.

5.12 Definition. Die Funktion

‘ 11—z
P:0DxD—=R, P 2)=—— "1
) (6 ’Z) 27T‘626_2|2

heifit Poissonkern des Einheitskreises.
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Der Poissonkern hat dann die im folgenden Satz beschriebenen wichtigen Eigenschaften.

5.13 Satz. (Poissonsche Integralformel).
a) Ist f eine auf D stetige und in D harmonische Funktion, so gilt

f(2) :/Oﬂp(ew,z)f(ew)dﬁ.

b) Ist g : 0D — R eine stetige Funktion, so ist f gegeben durch

2
Fe) = [P 2)gte s
0
harmonisch in D.
¢) Es gilt
2
/ P(e?, 2)df =1 fir alle z € D.
0

Beweis. Wir zeigen zunichst die Aussage b).
b) Fiir festes 0 € [0,27) ist P(e?,-) der Realteil der in D holomorphen Funktion

1 eiﬂ-l—z
Z = — 0 .
2m e — 2

Somit ist P(e?") harmonisch und differenzieren unter dem Integral liefert Af(z) = 0
fiir alle z € D.
a) Wir nehmen zuniichst an, dass f in einer konvexen Umgebung U von D harmonisch
ist. Nach Satz 5.7 ist f der Realteil einer auf U holomorphen Funktion F', fiir welche
die Darstellung

F(2) :/OWF(e“’)P(ew,z)dH

gilt. Da P reellwertig ist, gilt diese Darstellung auch fiir f = Re F.
Ist f wie in der Voraussetzung, so wihlen wir eine Folge (r,,) mit r, < 1 fiir alle n € N
und lim,,_,. 7, = 1 und betrachten

fu(2) = f(raz), zeD,neN.

Dann ist f, fiir jedes n € N harmonisch in einer Umgebung von D und (f,) konvergiert
gleichméfig auf D gegen f. Daher gilt

2 2
| P 2o [ Pt 2,
0 0
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und also

f(z) = lim f,(2) = lim Fu(eYP (e, 2)df = 2Wf(e“’)P(ew,z)d@.

¢) Dies folgt aus Aussage a) angewandt auf die konstante Funktion f = 1.
0

Die Poissonsche Darstellung liefert das folgende wichtige Resultat iiber das oben dis-
kutierte Dirichletproblem.

5.14 Theorem. (Eindeutige Losbarkeit des Dirichletproblems).

Essei D ={z¢€ C: |zl <1} und g : 0D — R eine stetige Funktion. Dann ezistiert
genau eine stetige Funktion v : D — R mit

a) Au(z) =0 fir alle z € D,

b) u(z) = g(2) fir alle z € OD.

Die Funktion u ist gegeben durch

(5.2) u(z) == { g%;?(e“’)P(e“’,z)dG, : E gl,).

Beweis. Zum Beweis der Existenz notieren wir, dass nach Satz 5.13b) die Funktion
u gegeben durch (5.2) in D harmonisch ist. Den (etwas miithsamen) Nachweis der
Stetigkeit von u auf D wollen wir an dieser Stelle nicht ausfiihren.
Nun zum Beweis der Eindeutigkeit von u. Hierzu seien u, v stetige Funktionen auf
D, harmonisch in D und es gelte u = v = g auf dD. Dann ist u — v stetig auf D,
harmonoisch in G und es gilt u — v = 0 auf 0D. Das Maximumsprinzip besagt dann,
dass die Funktion v — v ihr Maximum auf 0D annehmen muss. Daher gilt u = v.

Il
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