
34 Kapitel Inhaltsverzeihnis5 Mittelwerteigenshaft und harmonishe FunktionenIm vorigen Abshnitt hatten wir das Maximumsprinzip f�ur holomorphe Funktionenaus dem Satz �uber die Gebietstreue hergeleitet. Erstes Ziel dieses Abshnitts ist eszu zeigen, dass das Maximumsprinzip f�ur eine gr�o�ere Klasse von Funktionen gilt. Imzweiten Teil dieses Abshnitts untersuhen wir dann harmonishe Funktionen, das sindFunktionen, f�ur welhe �u = 0 in einem Gebiet G � C gilt.Im Folgenden sei G � C ein Gebiet, f : G! C eine holomorphe Funktion, z0 2 G undBr(z0) �� G. Nah der Cauhyshen Integralformel giltf(z0) = 12�i Z�Br(z0) f(z)z � z0 dz = 12� Z 2�0 f(z0 + reit)dt:Das Integral auf der rehten Seite hei�t auh Mittelwert von f auf �Br(z0). Die folgendeDe�nition ist daher nat�urlih.5.1 De�nition. Es sei G � C ein Gebiet und f : G ! C eine stetige Funktion. Gibtes zu jedem z0 2 G ein R > 0 mitf(z0) = 12� Z 2�0 f(z0 + reit)dt f�ur alle r � R;so besitzt f auf G die Mittelwerteigenshaft.5.2 Bemerkungen.a) Wir haben shon gesehen, dasss holomorphe Funktionen die Mittelwerteigenshaftbesitzen.b) Gen�ugen f und g der Mittelwerteigenshaft, so gilt dies auh f�ur �f + �g mit�; � 2 C sowie f�ur Re f; Im f und f .Das Maximumsprinzip lautet in dieser Situation wie folgt.5.3 Satz. Es sei G � C ein Gebiet und f : G! C eine Funktion, welhe der Mittel-werteigenshaft gen�ugt. Besitzt jf j in z0 2 G ein lokales Maximum, so ist f in einerUmgebung von z0 konstant.Beweis. OBdA d�urfen wir annehmen, dass f(z0) reell und f(z0) > 0 gilt. W�ahle R > 0so, dass f(z0) � jf(z)j; jz � z0j � R undf(z0) = 12� Z 2�0 f(z0 + reit)dt; r � R



5 Mittelwerteigenshaft und harmonishe Funktionen 35gilt. De�nieren wir g weiter durh g(z) := Re f(z)� f(z0), so besitzt nah Bemerkung5.2.b) g ebenfalls die Mittelwerteigenshaft und es gilt(5.1) g(z) � jf(z)j � f(z0) � 0; jz � z0j � R;g(z0) = 0:Somit folgt 0 = g(z0) = 12� Z 2�0 g(z0 + reit)dtund wegen (5.1) folgt g(z0 + reit) = 0 f�ur alle t 2 [0; 2�℄. Da r � R beliebig gew�ahltwerden konnte, gilt g(z) � 0 f�ur alle z mit jz� z0j � R. Dies impliziert jedoh f(z0) =Re f(z) und somitjf(z)j � f(z0) = Re f(z) � jf(z)j; jz � z0j � R:Es gilt also f(z) = Re f(z) und somit f(z) = f(z0) f�ur alle z mit jz � z0j � R. �5.4 Korollar. Ist f in der Situation von Satz 5.3 das Gebiet G beshr�ankt und f :G! C stetig, so nimmt jf j ihr Maximum bez�uglih G auf �G an.Im Folgenden studieren wir weiter sogenannte harmonishe Funktionen und beginnenmit ihrer De�nition.5.5 De�nition. Eine Funktion u : M � R2 ! R hei�t harmonish, falls u zweimalstetig di�erenzierbar ist und �2u�x2 + �2u�y2 = �u = 0gilt f�ur alle (x; y) 2M .Ist insbesondere u : U � C ! C holomorph, so gilt�2u�x2 + �2u�y2 = 4 �2u�z�z = 0;welhes besagt, dass holomorphe Funktionen harmonish sind. Die Beziehung �u =�u impliziert ferner, dass Real- und Imagin�arteile holomorpher Funktionen wiederumharmonish sind. Wir fassen diese �Uberlegungen im folgenden Satz zusammen.5.6 Satz. Holomorphe Funktionen und ihre Real- bzw. Imagin�arteile sind harmonisheFunktionen.



36 Kapitel InhaltsverzeihnisGibt es noh weitere harmonishe Funktionen? Eine Antwort hierauf gibt der folgendeSatz.5.7 Satz. Es sei G � C ein konvexes Gebiet und u : G ! R eine harmonisheFuntkion. Dann existiert eine holomorphe Funktion f : G ! C derart, dass Re f = ugilt. Weiter gilt f = u+ i f�ur ein  2 R.Beweis. De�niere die Funktion h : G! R durhh = 2�u�z = �u�x � i�u�y :Nah Voraussetzung ist h stetig di�erenzierbar. Dar�uber hinaus ist h auf G holomorph,da �h�z = 2 ��z �u�z = 12�u = 0; z 2 Ggilt. Nah Satz 1.3 besitzt h eine Stammfunktion f auf G, d.h. es gilt f 0(z) = h(z) f�uralle z 2 G. Somit gilt nah den Cauhy-Riemannshen Di�erentialgleihungenh(z) = f 0(z) = 2Re f(z)�z = Re f(z)�x � iRe f(z)�yund es folgt, dass sih u und Re f nur um eine Konstante  untersheiden. Setzen wirg = f � , so gilt Re g = u. Die zweite Aussage des Satzes folgt aus dem folgendenLemma. �5.8 Lemma. Es sei G � C ein Gebiet und f; g : G ! C zwei holomorphe Funktionmit Re f = Re g auf G. Dann existiert ein  2 R mit f = g + i.Beweis. �Ubungsaufgabe.5.9 Korollar. Jede harmonishe Funktion ist beliebig oft di�erenzierbar.Kombinieren wir Satz 5.7 mit Bemerkung 5.2a) und b), so folgt die folgende Aussage.5.10 Satz. Harmonishe Funktionen besitzen die Mittelwerteigenshaft.Das Maximumsprinzip �ubertr�agt sih wegen Satz 5.3 auf die Situation von harmoni-shen Funktionen wie folgt.



5 Mittelwerteigenshaft und harmonishe Funktionen 375.11 Satz. (Maximumprinzip f�ur harmonishe Funktionen).Es sei G � R2 ein Gebiet.i) Besitzt eine harmonishe Funktion f : G ! R in z0 2 G ein lokales Maximum(Minimum), so ist f konstant.ii) Ist G zus�atzlih beshr�ankt und f : G! C harmonish sowie auf G stetig, so nimmtf ihr Maximum bzw. ihr Minimum auf �G an.Zum Abshluss dieses Abshnitts betrahten wir noh ein klassishes Problem der Ana-lysis, das sogenannte Dirihlet-Problem. Dieses Problem lautet wie folgt: Es sei G � Cein Gebiet und g eine auf �G stetige, reelle Funktion. Gesuht ist eine auf G stetigeund in G harmonishe Funktion mit uj�G = g, d.h. also�u = 0; x 2 G;u = g; x 2 �G:Im Folgenden zeigen wir, dass das Dirihletproblem auf dem Einheitskreis l�osbar istund dass es auf beshr�ankten Gebieten h�ohstens eine L�osung dieses Problems gebenkann. Hierzu sei D = fz 2 C : jzj < 1g und f holomorph in einer Umgebung von D.Nah der Cauhy Integralformel giltf(z) = 12�i Z�D f(�)� � zd�; z 2 D:Setzen wir � = ei�, so folgt f(z) = 12� Z 2�0 f(ei�)1� e�i�z d�:Wenden wir diese Darstellung auf die Funktion f(z)1�zz an, so folgtf(z)1� jzj2 = 12� Z 2�0 f(ei�j1� e�i�zj2d�;und somit f(z) = 12� Z 2�0 (1� jzj2)j1� e�i�zj2 f(ei�)d� = 12� Z 2�0 f(ei�) 1� jzj2jei� � zj2d�:Die obige Darstellung des Funktionswertes als Integral �uber einen gewissen "Kern\,den sogeannten Poissonkern, f�uhrt auf folgende De�nition.5.12 De�nition. Die FunktionP : �D �D ! R; P (ei�; z) := 12� 1� jzj2jei� � zj2hei�t Poissonkern des Einheitskreises.



38 Kapitel InhaltsverzeihnisDer Poissonkern hat dann die im folgenden Satz beshriebenen wihtigen Eigenshaften.5.13 Satz. (Poissonshe Integralformel).a) Ist f eine auf D stetige und in D harmonishe Funktion, so giltf(z) = Z 2�0 P (ei�; z)f(ei�)d�:b) Ist g : �D ! R eine stetige Funktion, so ist f gegeben durhf(z) = Z 2�0 P (ei�; z)g(ei�)d�harmonish in D.) Es gilt Z 2�0 P (ei�; z)d� = 1 f�ur alle z 2 D:Beweis. Wir zeigen zun�ahst die Aussage b).b) F�ur festes � 2 [0; 2�) ist P (ei�; �) der Realteil der in D holomorphen Funktionz 7! 12� ei�+zei� � z :Somit ist P (ei�;�) harmonish und di�erenzieren unter dem Integral liefert �f(z) = 0f�ur alle z 2 D.a) Wir nehmen zun�ahst an, dass f in einer konvexen Umgebung U von D harmonishist. Nah Satz 5.7 ist f der Realteil einer auf U holomorphen Funktion F , f�ur welhedie Darstellung F (z) = Z 2�0 F (ei�)P (ei�; z)d�gilt. Da P reellwertig ist, gilt diese Darstellung auh f�ur f = ReF .Ist f wie in der Voraussetzung, so w�ahlen wir eine Folge (rn) mit rn < 1 f�ur alle n 2 Nund limn!1 rn = 1 und betrahtenfn(z) := f(rnz); z 2 D; n 2 N :Dann ist fn f�ur jedes n 2 N harmonish in einer Umgebung von D und (fn) konvergiertgleihm�a�ig auf D gegen f . Daher giltZ 2�0 fn(ei�)P (ei�; z)d� ! Z 2�0 f(ei�)P (ei�; z)d�;



5 Mittelwerteigenshaft und harmonishe Funktionen 39und alsof(z) = limn!1 fn(z) = limn!1Z 2�0 fn(ei�)P (ei�; z)d� = Z 2�0 f(ei�)P (ei�; z)d�:) Dies folgt aus Aussage a) angewandt auf die konstante Funktion f � 1. �Die Poissonshe Darstellung liefert das folgende wihtige Resultat �uber das oben dis-kutierte Dirihletproblem.5.14 Theorem. (Eindeutige L�osbarkeit des Dirihletproblems).Es sei D = fz 2 C : jzj < 1g und g : �D ! R eine stetige Funktion. Dann existiertgenau eine stetige Funktion u : D ! R mita) �u(z) = 0 f�ur alle z 2 D,b) u(z) = g(z) f�ur alle z 2 �D.Die Funktion u ist gegeben durh(5.2) u(z) := � R 2�0 g(ei�)P (ei�; z)d�; z 2 D;g(z); z 2 �D:Beweis. Zum Beweis der Existenz notieren wir, dass nah Satz 5.13b) die Funktionu gegeben durh (5.2) in D harmonish ist. Den (etwas m�uhsamen) Nahweis derStetigkeit von u auf D wollen wir an dieser Stelle niht ausf�uhren.Nun zum Beweis der Eindeutigkeit von u. Hierzu seien u; v stetige Funktionen aufD, harmonish in D und es gelte u = v = g auf �D. Dann ist u � v stetig auf D,harmonoish in G und es gilt u� v = 0 auf �D. Das Maximumsprinzip besagt dann,dass die Funktion u� v ihr Maximum auf �D annehmen muss. Daher gilt u � v. �
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