
30 Kapitel I Komplexwertige Funktionen und Kurvenintegrale4 Elementare Funktionen und ihre UmkehrungenIn diesem Abshnitt diskutieren wir elementare Funktionen, wie etwa die Exponenti-alfunktion, den Logarithmus, die Sinus- und Cosinusfunktion, sowie Potenz und Wur-zelfunktion f�ur komplexe Argumente z 2 C .W�ahrend in der reellen Analysis der maximale De�nitionsbereih einer Umkehrfunkti-on zu einer gegebenen Funktion oft leiht anzugeben war, ist dies im Komplexen meistshwieriger. Betrahtet man zum Beispiel die Funktion z 7! z2, so existieren zu jedemw 2 C n f0g eine Umgebung U von w und zwei auf U holomorphe Funktionen f1 undf2 mit f1(z)2 = f2(z)2 = z, aber keine auf ganz C n f0g holomorphe Funktion, diejedem z eine Wurzel von z zuordnet. Dieses Verhalten ist f�ur die Umkehrung aller lokalinjektiven holomorphen Funktionen typish. Wir werden sehen, dass alle Eigenshaf-ten der Umkehrfunktion der Potenzfunktion auf das Verhalten des Logarithmus, derUmkehrfunktion der Exponentialfunktion, zur�ukgef�uhrt werden kann.Wir beginnen daher mit einer Erinnerung an die Exponentialfunktion . Diese ist f�uralle z 2 C de�niert durh exp z := 1Xn=0 znn! ; z 2 C :Der Satz von Weierstra�, Satz 2.9 (oder Beispiel I.1.6 b)) impliziert, dass die Exponenti-alfunktion eine auf ganz C holomorphe Funktion ist. Es gilt weiter das Additionsgesetzder Exponentialfunktionexp(z + w) = exp(z) exp(w); z; w 2 C :Dies kann man zum Beispiel auh wie folgt einsehen. Es seien g und h Funktionen aufC de�niert durh h(z) = exp(z +w) bzw. g(z) = exp(z) exp(w). Dann stimmen g undh auf R �uberein und der Identit�atssatz impliziert, dass h = g auf ganz C gilt.Die Funktionen sin und os werden auf C ebenfalls durh ihre Potenzreihe de�niert,und zwar durh sin z := 1Xn=0 (�1)n(2n+ 1)!z2n+1; z 2 C ;os z := 1Xn=0 (�1)n(2n)! z2n; z 2 C :Wiederum impliziert der Satz von Weierstra�, Satz 2.9, dass die Sinus- und die Cosi-nusfunktion holomorphe Funktionen auf ganz C sind. Weiter gilt die Beziehungos z + i sin z = eiz; z 2 C ; ( Eulershe Formel ):Ersetzt man in obiger Darstellung z durh �z, so ergibt sihos z = 12�eiz + e�iz�; sin z = 12i�eiz � e�iz�:



4 Elementare Funktionen und ihre Umkehrungen 31Ferner gilt (sin z)0 = os z; (os z)0 = � sin z; z 2 C :Die Tangens und Cotangensfunktionen sind ferner de�niert alstan z := sin zos z ; z 2 C n f(k + 12)�; k 2 Zg;ot z := os zsin z ; z 2 C n fk�; k 2 Zg:F�ur ihre Ableitungen gilt(tan z)0 = 1os2 z = 1 + tan2 z; bzw. (ot z)0 = �1sin2 z = �(1 + ot2 z):Shlie�lih lassen sih auh die Hyperbelfunktionen aus der reellen Analysis in nat�urli-her Weise zu holomorphen Funktionen in der komplexen Ebene fortsetzen. Genauersetzen wir sinh z := 12(ez � e�z); osh z := 12(ez + e�z);und die Eulershe Formel liefertsinh z = 1i sin iz; osh z = os iz:F�ur z = x + iy ergibt sih ez = exeiy = ex(os y + i sin y):Insbesondere gilt e2�i = 1 und somit ez+2k�i = ez f�ur alle k 2 Z und alle z 2 C . Somitbesitzt die komplexe Exponentialfunktion die Periode 2�i.F�ur a 2 R de�nieren wir den Streifen S := fz 2 C : a � Im z < a+ 2�g, d.h.
Dann ist die Exponentialfunktion bijektiv von S auf C � := C nf0g, denn die Gleihungew = z hat genau eine L�osung w gegeben durh w = log jzj+ i arg z.4.1 De�nition. (komplexer Logarithmus). F�ur alle z 2 C � existieren unendlih vielew 2 C mit ew = z, n�amlih w = log jzj+ i arg z. Jedes solhe w hei�t Logarithmus vonz.Ist G ein den Nullpunkt niht enthaltendes Gebiet, so kann man nat�urlih viele Ab-bildungen de�nieren, die einer Zahl z 2 G einen ihrer Logarithmen zuordnet. Deutlihshwieriger ist es zu entsheiden, ob man die Zuordnung so tre�en kann, dass die ent-stehende Abbildung eine stetige oder holomorphe Funktion darstellt.



32 Kapitel I Komplexwertige Funktionen und Kurvenintegrale4.2 De�nition. Es sei G � C � ein Gebiet. Eine stetige Funktion f : G ! C mitef(z) = z f�ur alle z 2 G hei�t Zweig des Logarithmus auf G.Ist f ein Zweig des Logarithmus auf G, so sind die Funktionen fk de�niert durhfk(z) := f(z) + 2�ikf�ur jedes k 2 Z ebenfalls Zweige des Logarithmus. Dies sind aber auh alle Zweige,denn: Sei g : G ! C ein weiterer Zweig des Logarithmus. Dann gilt ef(z)�g(z) = zz = 1und somit f(z) � g(z) = 2�ik(z) f�ur eine stetige Funktion k. Daher ist k stetig undnimmt nur ganzzahlige Werte an. Also ist k konstant.Analog zur Situation des Logarithmus, besitzt die Argumentfunktion ebenfalls Zweige.Hierzu sei G � C � ein Gebiet. Eine stetige Funktion ' : G ! R mit '(z) = arg z f�uralle z 2 G hei�t dann Zweig der Argumentfunktion.4.3 Bemerkung. Ist G � C � ein Gebiet, so existiert eine Zweig des Logarithmus aufG genau dann, wenn ein Zweig der Argumentfunktion auf G existiert.Dies einzusehen ist niht shwierig. Ist ' ein Zweig der Argumentfunktion auf G, so istf de�niert durh f(z) = log jzj+ i'(z) stetig auf G, also ein Zweig des Logarithmus aufG. Ist umgekehrt f ein Zweig des Logarithmus auf G, so gilt z = ef(z) = eRe f(z)eiIm f(z)und somit jzj = eRe f(z). Daher ist z 7! Im f(z) ein Zweig der Argumentfunktion, da fstetig ist.4.4 Satz. F�ur ein Gebiet G � C � gelten die folgenden Aussagen:a) Existiert ein Zweig f des Logarithmus auf G, so ist f holomorph und es gilt f 0(z) = 1zf�ur alle z 2 G.b) Auf G existiert genau dann ein Zweig des Logarithmus, wenn die Funktion z 7! 1zeine Stammfunktion auf G besitzt.Den Beweis �uberlassen wir als �Ubungsaufgabe.4.5 Bemerkungen. Es sei G � C � ein Gebiet.a) Alle Zweige des Logarithmus auf G sind durhf(z) = Z 1� d� + log agegeben, wobei a 2 G gilt und  einen a und z verbindenden Integrationsweg bezeih-net.b) Auf C � existiert kein Zweig des Logarithmus.



4 Elementare Funktionen und ihre Umkehrungen 33W�are diese Behauptung falsh, so w�urde nah Satz 4.4 die Funktion z 7! 1z eine Stamm-funktion besitzen. Also w�urde R�Kr(0) 1zdz = 0 f�ur einen Kreis Kr(0) gelten, im Wider-spruh dazu, dass R�Kr(0) 1zdz = 2�i gilt.) Es sei G := C nfz 2 C : Re z � 0g, die sogenannte l�angs der negativen reellen Ahse"geshlitzte Ebene\. Der durh log z := Z[1;z℄ 1�d�de�nierte Zweig des Logarithmus ist insofern ausgezeihnet, da seine Beshr�ankungauf die positive reelle Ahse mit der Logarithmusfunktion der reellen Analysis �uberein-stimmt. Dieser Zweig wird auh als Hauptzweig des Logarithmus bezeihnet.In der Analysis I de�nierten wir f�ur a > 0 und b 2 R die Potenz ab durh ab := eb log a.Wir �ubertragen diese De�nition ins Komplexe.4.6 De�nition. Ist a 2 C � , b 2 C und log a ein Logarithmus von a, so hei�tab := eb log aein Wert der b-ten Potenz von a.4.7 Bemerkungen.a) Bei der Shreibweise ab kommt die Abh�angigkeit von der Wahl von log a niht zumAusdruk. Je zwei Werte von ab untersheiden sih jedoh um einen Faktor der Forme2�ikb mit k 2 Z.b) Ist b irrational, so erhalten wir also unendlih viele Werte von ab. Ist hingegen b 2 Z,so besitzt ab nur einen Wert, da in diesem Fall e2�ikb = 1 gilt.) Ist b = 1n f�ur n = 2; 3; : : :, so gilt e2�i kn = e2�i k0n genau dann, wenn k�k0 ein Vielfahesvon n ist. Daher nimmt e2�i kn genau n Werte an. Diese sind durhz1n = e 2�in ; z2n = e 4�in ; : : : ; znn = e 2n�in = 1;gegeben.d) F�ur n 2 N und a 2 C � nimmt a 1n also genau die n Werte1e 1n log a; e 2�in e 1n log a; : : : ; e 2(n�1)�in e 1n log aan.e) Gilt a = 1 und b = 1n , so hei�en ab die n-ten Einheitswurzeln.


