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2 Der Satz von Peano

Unsere bisherigen Untersuchungen von Anfangswertproblemen der Form

(2.1) { Zl((t?) - ZJ/”O(’t,y(t)), tel,

basierten auf einer Lipschitz-Bedingung an die rechte Seite f(¢,y(t)) der Differential-
gleichung. Ist diese verletzt, zum Beispiel bei der Gleichung

y'(t)=+y), tel, y(0)=uyo,

so kann das Anfangswertproblem (2.1) unendlich viele Lésungen besitzen.

Eine aus grundsitzlicher Sicht wichtiger Problemkreis in diesem Kontext ist die Frage,
ob die Stetigkeit der rechten Seite f(¢,y(t)) bereits ausreicht, um die Existenz einer
Losung von (2.1) zu beweisen. Eine positive Antwort auf diese Frage wurde zuerst von
Guiseppe PEANO (1858-1932) gegeben. Wir formulieren sein Ergebnis im folgenden
Theorem.

2.1 Theorem. (Satz von Peano). Es sei I C R ein Intervall, D C I x R" offen und
f: D — R" eine stetige Funktion. Dann existiert zu jedem (to,vyo) € D eine Umgebung
U wvon (ty,yo), in welcher das Anfangswertproblem

(2.2) {%3 zé”o(t,y(t)), tel,

mindestens eine Losung besitzt.

Dieser Satz lédsst sich auf zwei relativ verschiedene Weisen beweisen. Wiahrend der er-
ste Ansatz auf einer Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes auf die assozierte
Integralgleichung beruht, stiitzt sich der zweite Ansatz auf das sogenannte Eulersche
Polygonzugverfahren. Beide Ansétze benutzen an gewissen Stellen Kompaktheitsargu-
mente, genauer gesagt, den unten beschriebenen Satz von Arzela-Ascoli.

Wir beginnen mit dem Fixpunktsatz von Schauder. Er macht Gebrauch von den zwei
folgenden Begriffen. Eine Teilmenge D C X eines Banachraumes X heifit konver, falls
mit z,y auch Az + (1 — A\)y fiir alle A € [0,1] in D liegen. Ferner heifit eine Menge
K C X relativ kompakt, falls K kompakt ist.

2.2 Satz. (Fixpunktsatz von Schauder). Es sei X ein Banachraum, D C X eine
abgeschlossene und konvere Menge und T : D — D eine stetige Abbildung, so dass
T(D) relativ kompakt ist. Dann besitzt T mindestens einen Fizpunkt in D.
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Im Beweis des Satzes von Peano wenden wir den Schauderschen Fixpunktsatz im Ba-
nachraum X = C([a, b], R") der stetigen Funktionen an. Hierzu miissen wir die relative
Kompaktheit gewisser Mengen in X nachweisen. Dies gelingt uns mittels des folgen-
den Satzes von Arzela-Ascoli. Hierbei ist der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit einer
Menge von Funktionen von Wichtigkeit.

2.3 Definition. Eine Menge F C C([a, b], R") heifit gleichgradig stetig, falls zu jedem
€ > 0 ein § > 0 exisitiert, so dass

|f(z1) — f(x2)| <€

gilt fiir alle |x; — 23| < 0 und alle f € F.

Zum Beispiel ist die Menge F = {u € C'([a,b],R) : |u/(x)| < M fiir alle z € [a, b]} fiir

eine M > 0 gleichgradig stetig, vgl. die Ubungen. Der Satz von Arzela-Ascoli lautet
dann wie folgt.

2.4 Satz. (Satz von Arzela-Ascoli). FEine Teilmenge F C C([a,b],R") ist genau dann
relativ kompakt, wenn sie beschrdinkt und gleichgradig stetig ist.
Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir zum Beispiel auf 77

Beweis. Nach Lemma 1.1 ist die Behauptung dquivalent dazu, dass der Operator T
definiert auf X := C'(I,R") durch

Tu(t) == yo + /tf(s,u(s))ds, tel,

mindestens einen Fixpunkt in X hat. Hierbei ist I C R ein kompaktes Intervall.

Wir wihlen weiter ein kompaktes Intervall J in R® um g, und nehmen an, dass I und
J so klein sind, dass f auf I x J stetig und somit auch auf I x J durch eine Konstante
M beschrinkt ist. Setzt man F := {u € X : u(t) € J fiir alle t € I}, so gilt

‘(Tu)(t) - y0| < M|t —tol,

und wir kénnen I so wahlen, dass T'(F) C F gilt. Wir verifizieren weiter, dass T eine
stetige Abbildung von X nach X ist und dass T'(F) in X beschrinkt ist. Die Menge
T(F) ist zudem gleichgradig stetig, denn es gilt

ITu(ts) — Tu(ts)| < ‘/tlf(s,u(s))ds < Mlty — 1]

fiir alle t1,%5 € I mit einer von u unabhingigen Konstanten M. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli ist daher T'(F) eine in X relativ kompakte Menge und der Schaudersche
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Fixpunktsatz impliziert, dass T mindestens einen Fixpunkt u € X besitzt. Dieser ist

eine Losung des Anfangswertproblems (2.2).
U

Ein alternativer Beweis des Satzes von Peano beruht auf dem sogenannten Eulerschen
Polygonzugverfahren. Hierzu wahlen wir a,r > 0 mit [to—a, to+a] C I und B,(yo) C D
und setzen

R = [ty — a,ty + a] x B,(yo),

sowie M := maxgzer |f(t,2)| und @ := min(a, 1;). Nach Vorausssetzung ist f stetig
und daher auf f|g sogar gleichméBig stetig. Somit existiert zu jedem € > 0 ein 6 > 0
mit

23, z) — f(¢, y)| < ¢ fiir alle (s, ), (¢t,y) € Rmit |s —t| < 0 und |z —y| < 6.
Wir zerlegen das Intervall J = [ty — «, tp + «] nun in Teilintervalle
p—a=1t_p,<l_pp <...<l1 <<t <...<tp =% +q,

S0, dass max;— 41,5 |tic1 — ti| < min(d, %) gilt. Der Eulersche Polygonzug ist dann
fiir ¢ € [t;, t;1] definiert durch

u@y:{um%+a—mﬂ%um», i>0,
: w(tipr) + (8 — tiv1) f(tivr, u(tiz)), i < 0.

Daher gilt u € C(J, B, (yo)) sowie |u(s) — u(t)] < M|t — s| fiir alle s,¢ € J. Nach
Konstruktion gilt

’U,I(t) = f(tz, U(tz)), t e [ti, ti+1] N [to, OO) bzw. t € [ti—]_: tz] N (—OO, to)

sowie

u(t) —u(s)] <6
fiir t € [t;, tip1] N [to, 00) bzw. t € [t;—1,t;] N (—o0, t). Mit Gleichung (2.3) folgt

[ (8) = £ u®)] = | £t u(te)) = F(tu(®)] <
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fiir t € [t;, ti11] N [to, 00) bzw. t € [t;_1,t;] N (—00,ty). Somit ist u eine Niherungslosung
des Anfangswertproblems (2.2). Mit Hilfe des Satzes von Arzela-Ascoli kann man bewei-
sen, dass zumindest eine Teilfolge (u;) fiir j — oo gegen eine exakte Losung konvergiert.
Auf den vollsténdigen Beweis dieser Tatsache wollen wir hier jedoch verzichten.
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3 Fliisse und Dynamische Systeme

In diesem Abschnitt betrachten wir autonome Differentialgleichungen der Form

y'(t) = flyt), tel,
y(0) = =z,

wobei I = (—a,a) C R ein Intervall fiir ¢ > 0 und f : D — R eine stetig differenzier-
bare Funktion ist. Wie iiblich sei D C R" eine offene Menge. Differentialgleichungen der
obigen Form, d.h. Gleichungen, bei denen f nicht explizit von ¢ abhéingt, werden au-
tonome Differentialgleichungen genannt. Geometrisch kann man f als ein (autonomes)
Vektorfeld interpretieren.

3.1 Definition. Es sei £ € NU {0} und V eine Umgebung von y, € D. Eine C*-
Abbildung
v:IxV —=D

heifit Fluss der Klasse C*, falls fiir jedes x € V die Abbildung
t— v(t, )

eine Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = fy(t), tel
y(0) = =

ist. Fliisse der Klasse C° werden auch stetige Fliisse genannt.

Geometrisch betrachtet bedeutet dies, dass fiir jeden Anfangswert z € V' die Kurve I 3
t +— v(t, ) die Bahn der Losung darstellt, welche zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Anfangspunkt
x startet. Schreibt man suggestiv

oi(z) = w(t, ),

so kann man sich vorstellen, dass der Punkt ¢;(z) fiir jedes x mit der Zeit ¢ entlang
einer Bahnkurve ,flieft“, und dass die Abbildung ¢; : V. — D fiir festes ¢t € I den
Zustand zur Zeit t mit Anfangszustand = beschreibt. Die Familie (¢;);c; besitzt dann
die folgenden Eigenschaften.

3.2 Lemma. Fs gelten die folgenden Aussagen:
a) po = id
b) Sind s,t € I mit s+t €I und x €V mit ps(x) €V, so gilt

0i(ps(2)) = Pras().



3 Fliisse und Dynamische Systeme 23

Den einfachen Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

3.3 Definition. Eine Familie (¢;)tcr von Abbildungen mit den obigen Eigenschaften
a) und b) heifit dynamisches System.

Im folgenden Resultat {ibertragen wir die obigen Existenz- und Eindeutigkeitsséitze
sowie den Satz iiber die stetige Abhéngigkeit der Daten auf die Terminologie der Fliisse.

3.4 Satz. Es sei D C R" offen und f € C'(D,R") eine Funktion.

a) Zu jedem yo € D emistiert genau eine Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = fy(), tel, undy(0)= 1y

b) Zu jedem yo € D existiert ein stetiger, lokaler Fluss v € C(J x V,D) zu f.

Den Beweis der Stetigkeit des Flusses iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.



