
II Existenz- und Eindeutigkeitss�atze
1 Der Satz von Piard-Lindel�ofIn diesem Abshnitt wollen wir die Frage nah der Existenz und Eindeutigkeit vonL�osungen von Anfangswertproblemen systematish untersuhen. Genauer gesagt, be-trahten wir Di�erentialgleihungssysteme erster Ordnung der Form(1.1) � y0(t) = f(t; y(t)); t 2 I;y(t0) = y0;mit einer stetigen Funktion f : I � Rn ! Rn , wobei I = [a; b℄ � R ein Intervallist und t0 2 I und y0 2 Rn gilt. In einem ersten Shritt transferieren wir die obigeDi�erentialgleihung in eine Integralgleihung.1.1 Lemma. F�ur eine Funktion u 2 C(I;Rn) sind �aquivalent:i) u 2 C1(I;Rn) und u ist eine L�osung von (1.1).ii) Es gilt u(t) = y0 + R tt0 f(s; u(s))ds =: (Tu)(t) f�ur alle t 2 I.Der Beweis ist niht shwierig. Ist u 2 C1(I;Rn) eine L�osung von (1.1), so folgtu(t) = y0 + Z tt0 f(s; u(s))ds = (Tu)(t); t 2 I:Umgekehrt ist u 2 C(I;Rn) eine L�osung von Tu = u, so folgt nah dem Hauptsatz derDi�erential- und Integralrehnung u 2 C1(I;Rn) und u0(t) = f(t; u(t)) f�ur alle t 2 Isowie u(t0) = y0, d.h. u ist eine L�osung von (1.1).Der folgende Satz von Piard-Lindel�of ist einer der ersten Grundpfeiler der Existenz-und Eindeutigkeitstheorie gew�ohnliher Di�erentialgleihungen. Von zentraler Bedeu-tung ist hierbei eine sogenannte Lipshitzbedingung f�ur f . Genauer gesagt gilt folgendesTheorem. 9



10 Kapitel II Existenz- und Eindeutigkeitss�atze1.2 Theorem. (Piard-Lindel�of, globale Version.) Es sei I = [a; b℄ � R ein kompaktesIntervall, t0 2 I und y0 2 Rn . Ferner gen�uge die stetige Funktion f : I � Rn ! Rneiner globalen Lipshitzbedingung, d.h. es existiere ein L � 0 derart, dassjf(t; y1)� f(t; y2)j � Ljy1 � y2j f�ur alle t 2 I und alle y1; y2 2 Rngilt. Dann existiert genau eine L�osung u 2 C1(I;Rn) des Anfangswertproblems(1.2) � y0(t) = f(t; y(t)); t 2 I;y(t0) = y0:Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung des Banahshen Fixpunktsatzes. Genauergesagt, betrahten wir den linearen Operator T : C(I;Rn)! C(I;Rn) de�niert durh(Tu)(t) := y0 + Z tt0 f(s; u(s))ds; t 2 I:Nah Lemma 1.1 ist die Aussage des Theorems dazu �aquivalent, dass T genau einenFixpunkt besitzt. Um dies einzusehen, versehen wir den Raum C(I;Rn) mit der Metrikd(u; v) := supt2I je�(L+1)t(u(t)� v(t))j; u; v 2 C(I;Rn):Da e�(L+1)b � e�(L+1)t � e�(L+1)a; t 2 [a; b℄;gilt, ist d eine zur �ublihen Metrik auf C(I;Rn) �aquivalente Metrik. Dies bedeu-tet, dass (C(I;Rn); d) ein vollst�andiger, metrisher Raum ist. Somit ist der Banah-she Fixpunktsatz anwendbar und wir veri�zieren, dass T eine strikte Kontraktion in(C(I;Rn); d) ist.F�ur u; v 2 C(I;Rn) und t � t0 gilt nah Voraussetzungd(Tu; Tv) = supt2I e�(L+1)t��� Z tt0 f(s; u(s))� f(s; v(s))ds���� supt2I e�(L+1)t Z tt0 L��u(s)� v(s)��ds= supt2I Le�(L+1)t Z tt0 e(L+1)s e�(L+1)s��u(s)� v(s)��| {z }�d(u;v) ds� supt2I Ld(u; v)e�(L+1)t Z tt0 e(L+1)sds= supt2I Ld(u; v)e�(L+1)t e(L+1)t � e(L+1)t0L+ 1� LL+ 1d(u; v):



1 Der Satz von Piard-Lindel�of 11In analoger Weise zeigen wir dies auh f�ur t � t0. Also giltd(Tu; Tv) � LL+ 1d(u; v);und wegen LL+1 < 1 ist die Abbildung T : C(I;Rn)! C(I;Rn) eine strikte Kontraktion.Nah dem Banahshen Fixpunktsatz existiert daher genau ein u 2 C(I;Rn) mit Tu =u und dieses u ist nah Lemma 1.1 die eindeutige L�osung des Anfangswertproblems(1.2). �1.3 Bemerkung. Der obige Beweis gibt ein konstruktives Verfahren zur Bestimmungder L�osung von (1.2) an. Nah dem Banahshen Fixpunktsatz konvergiert die Iterationun := Tun�1f�ur jeden Startwert u0 2 C(I;Rn) gegen den Fixpunkt u. Ferner gilt eine a prioriFehlerabsh�atzung d(u; un) � n1�  d(u1; u0)mit  := LL+1 . Prinzipiell k�onnte man also dieses Verfahren auh zur numerishen Be-rehnung der L�osung verwenden, numerish gesehen gibt es jedoh hierf�ur wesentlihbessere Verfahren.F�ur viele Anwendungen ist die globale Lipshitzbedingung aus Theorem 1.2 eine zustarke Bedingung. Wir f�uhren daher eine lokale Variante dieser Bedingung ein.1.4 De�nition. Es sei I � R ein Intervall, D � I�Rn und f : D! Rn eine Funktion.Dann erf�ullt f eine lokale Lipshitzbedingung in D, falls f�ur jedes (t0; x0) 2 D eineUmgebung U(t0; x0) � Rn+1 von (t0; x0) und eine Konstante L(t0; x0) > 0 existieren,derart dass giltjf(t; x1)� f(t; x2)j � L(t0; x0)jx1 � x2j; (t; x1); (t; x2) 2 U(t0; x0) \D:1.5 Bemerkung. Ist D � R � Rn o�en und f 2 C1(D;Rn), so ist f in D lokalLipshitz-stetig. Dies folgt aus dem Mittelwertsatz, da in einer kompakten Umgebungvon (t0; x0) 2 D alle Ableitungen von f als stetige Funktionen beshr�ankt sind.Es ist bemerkenswert, dass die lokale Lipshitz-Stetigkeit bereits die Eindeutigkeit vonL�osungen von (1.2) impliziert.



12 Kapitel II Existenz- und Eindeutigkeitss�atze1.6 Satz. Es sei D � R � Rn o�en und f : D! Rn eine lokal Lipshitz-stetige Funk-tion. Sind u1; u2 : I ! Rn zwei L�osungen der Di�erentialgleihung y0(t) = f(t; y(t))f�ur alle t 2 I � R und gilt u1(t0) = u2(t0) f�ur ein t0 2 I, so folgtu1(t) = u2(t) f�ur alle t 2 I:Um diesen Satz zu beweisen, ben�otigen wir das sogenannte Lemma von Gronwall,welhes auh f�ur sp�atere Betrahtungen zur stetigen Abh�angigkeit von Bedeutung seinwird.1.7 Lemma. (Lemma von Gronwall).Es seien t0; � 2 R mit � > t0 und u; v 2 C([t0; � ℄;R) mit v � 0. Gilt f�ur eine Konstantea 2 R u(t) � a+ Z tt0 u(s)v(s)ds; t0 � t � �;so folgt u(t) � a expR tt0 v(s)ds; t0 � t � �:Beweis. F�ur " > 0 setzen wir h"(t) := (a+ ") expR tt0 v(s)ds. Es gilt dann h0"(t) = h"(t)v(t)und somit via Integrationh"(t) = h"(t0) + Z tt0 h"(s)v(s)ds = (a+ ") + Z tt0 h"(s)v(s)ds:Wir zeigen nun, dass(1.3) u(t) < h"(t) f�ur alle t 2 [t0; � ℄gilt. Zun�ahst ist klar, dass diese Ungleihung f�ur t = t0 gilt. Nehmen wir an, dass (1.3)niht f�ur alle t 2 [t0; � ℄ gelten w�urde, so w�urde ein kleinstes T 2 [t0; � ℄ existieren mitu(T ) = h"(T ). Dies impliziertu(T ) � a + Z Tt0 u(s)v(s)ds < a+ "+ Z Tt0 h"(s)v(s)ds = h(T );also einen Widerspruh. Daher gilt (1.3) und da " > 0 beliebig gew�ahlt war, folgt dieBehauptung. �Beweis von Satz 1.6. Wir unterteilen den Beweis in drei Shritte.Shritt 1: Gilt u1(�) = u2(�) f�ur ein � 2 I, so existiert ein " > 0 derart, dass u1 und



1 Der Satz von Piard-Lindel�of 13u2 auf I \ [�; � + "℄ �ubereinstimmen.Bezeihnet L(�; u1(�)) die lokale Lipshitzkonstante von f , so gilt��u1(t)� u2(t)�� = ���u1(�) + Z t� u01(s)ds� u2(�)� Z t� u2(s)ds���= ��� Z t� f(s; u1(s))� f(s; u2(s))ds���� Z t� ��f(s; u1(s))� f(s; u2(s))��ds� L(�; u1(�)) Z t� ��u1(s)� u2(s)��ds;f�ur alle t 2 [�; � + "℄ mit gen�ugend kleinem " > 0. Das Lemma von Gronwall impliziert(mit a = 0; u(s) = ju1(s)� u2(s)j; v(s) = L), dass u1 = u2 in [�; � + "℄ gilt.Shritt 2: Wir zeigen, dass u1 = u2 in [t0;1) gilt. Hierzu sei T := supft 2 I : u1 =u2 in [t0; t℄g. Gilt T =1 oder stimmt T mit dem rehten Intervallende von I �uberein,so folgt die Behauptung. Anderenfalls existiert ein Æ > 0 mit [T; T + Æ℄ � I. AusStetigkeitsgr�unden gilt u1(T ) = u2(T ) und somit existiert nah Shritt 1 ein " > 0 mitu1 = u2 in [T; T + "℄. Dies ist jedoh ein Widerspruh zur De�nition von T und somitgilt u1 = u2 in [t0;1) \ I.Shritt 3: Wir zeigen u1 = u2 in (�1; t0℄ \ I analog. �Wir sind nun in der Lage die lokale Version des Satzes von Piard-Lindel�of zu beweisen.1.8 Theorem. (Piard-Lindel�of, lokale Version).Es seien I � R ein Intervall, D � I �Rn o�en und f : D! Rn eine stetige Funktion,die einer lokalen Lipshitzbedingung gen�ugt. Dann existiert zu jedem (t0; y0) 2 D eineUmgebung U von (t0; y0), in welher das Anfangswertproblemy0(t) = f(t; y(t)); t 2 I;y(t0) = y0;eine eindeutige L�osung besitzt.Beweis. a) Existenz der L�osung.Es sei (t0; y0) 2 D und U(t0; y0) die Umgebung aus De�nition 1.4. Durh eventuellesVerkleinern k�onnen wir oBdA annehmen, dassU(t0; y0) = (t0 � "; t0 + ")� V (y0)f�ur ein " > 0 und eine Umgebung V (y0) � Rn von y0 gilt. Wir w�ahlen nun ' 2 C1(Rn)derart, dass fx 2 Rn : '(x) 6= 0g eine kompakte Teilmenge von V (y0) ist und 0 � ' � 1



14 Kapitel II Existenz- und Eindeutigkeitss�atzesowie ' = 1 in einer Umgebung ~V � V (y0) gilt. Dann ist F gegeben durhF (t; x) := � f(t; x)'(x); (t; x) 2 D;0; sonstin U(t0; y0) stetig und erf�ullt dort die globale Lipshitzbedingung��F (t; x1)� F (t; x2)�� = ��f(t; x1)'(x1)� f(t; x2)'(x1) + f(t; x2)'(x1)� f(t; x2)'(x2)��� L(t0; x0)jx1 � x2jk'k1 + ��f(t; x2)�� ��'(x1)� '(x2)℄��� CL(t0; x0)jx1 � x2j+ Ck'0k1jx1 � x2j� CL(t0; x0)jx1 � x2j; t 2 [t0 � "; t0 + "℄; x1; x2 2 Rn :Nah Theorem 1.2 existiert also genau ein u 2 C1([t0 � "; t0 + "℄;Rn) mit u0(t) =F (t; u(t)) und u(t0) = y0. Ferner, da u(t0) = y0 und u stetig, gilt u(t) 2 ~V � V (y0)f�ur t nahe bei t0. F�ur diese t gilt aber '(u(t)) = 1 und somit ist u eine L�osung vony0(t) = f(t; y(t)) in einer Umgebung von t0.b) Die Eindeutigkeit der L�osung folgt aus Satz 1.6. �1.9 Beispiele.a) Betrahte die Di�erentialgleihungy0(t) = t+ y(t) =: f(t; y(t):Wegen jf(t; x1)� f(t; x2)j = jx1 � x2j ist f global Lipshitzstetig.b) Die Funktion f(t; y(t)) = t2 + y2(t) ist auf R � R niht global, aber lokal Lipshitz-stetig, denn es giltjf(t; x1)� f(t; x2)j = jx21 � x22j � jx1 + x2jjx1 � x2j:Die lokale Lipshitzstetigkeit k�onnen wir nat�urlih auh aus Bemerkung 1.5 folgern.) Wir betrahten die Di�erentialgleihungy0(t) = y(t) 23 ;also die Funktion f(t; x) := x 23 auf R � R+ . Dann ist f niht lokal Lipshitz-stetigund die eindeutige L�osbarkeit geht in diesem Fall verloren. Neben y � 0 ist auhu(t) = 127(t� a)3 eine weitere L�osung mit u(a) = 0 f�ur jedes a 2 R.Wir haben gesehen, dass unter den gegebenen Bedingungen das Anfangswertproblem(1.2) in einer Umgebung U(t0; y0) eine eindeutige L�osung besitzt. Im Folgenden m�ohtenwir die "Gr�o�e\ der Umgebung U(t0; y0), oder anders gesprohen die Lebensdauer derL�osung genauer untersuhen. Wir beginnen mit dem folgenden Resultat �uber das ma-ximale Existenzintervall.



1 Der Satz von Piard-Lindel�of 151.10 Satz. (Maximales Existenzintervall). Es sei D � R � Rn ein Gebiet und f :D ! Rn eine stetige Funktion, welhe einer lokalen Lipshitz-Bedingung gen�ugt. F�ur(t0; y0) 2 D betrahte das Anfangswertproblem(1.4) � y0(t) = f(y(t));y(t0) = y0:Dann existiert ein eindeutiges t0 enthaltendes, o�enes Intervall I und eine Funktionu 2 C1(I;Rn), welhe (2.1) erf�ullt, so dass f�ur jedes t0 enthaltende, o�ene Intervall ~Iund jede L�osung ~u 2 C1(~I;Rn) von (2.1) gilt: ~I � I und uj~I = ~u.Das obige Intervall I hei�t maximales Existenzintervall des Anfangswertproblems (2.1).Beweis. Wir bezeihnen mit M die Menge aller o�enen Intervalle J � R mit t0 2 J ,f�ur welhe eine L�osung des Anfangswertproblems (2.1) in J existiert. Der Satz vonPiard-Lindel�of impliziert, dass M 6= ; ist. Seien J1; J2 2 M und u1; u2 zugeh�origeL�osungen, so gilt in J1 \ J2 nah Satz 1.6 u1 = u2. Setzt manI := [J2M J;so ist I o�en und es gilt t0 2 I. Weiter ist I ein Intervall, da f�ur jedes t 2 I ein J 2 Mexistiert mit t 2 J und somit [t0; t℄ � J � I gilt. Auf I de�nieren wir u via u(t) := ~u(t)f�ur ein J 2 M mit t 2 J und zugeh�origer L�osung ~u. Wegen Satz 1.6 ist u eindeutigund wohlde�niert. �Die Lebensdauer einer nah dem Satz von Piard-Lindel�of gefundenen L�osung l�a�t sihwie folgt nah unten absh�atzen.1.11 Satz. (Lifespan). Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von Piard-Lindel�off�ur n = 1 und f�ur den Quader Q := [t0; t0 + h℄� [y0 � ; y0 + ℄ mit h;  > 0 gelte Q �U(t0; y0). Dann existiert die lokale L�osung u mindestens im Intervall [t0; t0 + a℄, wobeia = min(h; M ) undM := max(t;x)2Q jf(t; x)j gilt. Ferner gilt ju(t)�y0j �  f�ur alle t 2[t0; t0 + a℄.Beweis. De�niert man F durhF (t; x) := 8<: f(t; y0 + ); x > y0 + ;f(t; x); x 2 [y0 � ; y0 + ℄; t 2 [t0; t0 + h℄;f(t; y0 � ); x < y0 � ;so ist F global Lipshitzstetig. Nah dem globalen Satz von Piard-Lindel�of besitzt dieGleihung � y0(t) = F (t; y(t));y0(t0) = y0;



16 Kapitel II Existenz- und Eindeutigkeitss�atzeeine eindeutige L�osung v, f�ur welhe��v(t)� y0�� = ��� Z tt0 F (s; v(s))ds��� �Ma � ; t� t0 � a;gilt. Somit ist (t; v(t)) 2 Q f�ur alle t 2 [t0; t0+a℄ und da F = f in Q nah Konstruktionist, folgt u(t) = v(t) f�ur alle t 2 [t0; t0 + a℄. Somit existiert u mindestens im Intervall[t0; t0 + a℄. �Den Abshluss dieses Abshnitts bildet der folgende Satz �uber die stetige Abh�angigkeitder L�osung eines Anfangswertproblems von den Daten f bzw. vom Anfangswert y0.Wiederum ist die Lipshitz-Stetigkeit der rehten Seite f die entsheidende Bedingung.1.12 Satz. (Stetige Abh�angigkeit von den Daten).a) Es sei f 2 C([0; � ℄�Rn ;Rn) eine global Lipshitz-stetige Funktion mit Lipshitzkon-stante L. F�ur y0; y1 2 Rn bezeihne u bzw. v die L�osungen des Anfangswertproblemesy0 = f(t; y(t)); y(0) = y0; bzw. y0 = f(t; y(t)); y(0) = y1:Dann gilt mit  = LL+1 supt2[0;� ℄ ��e�(L+1)t (u(t)� v(t))�� � jy0 � y1j1�  :b) Es seien f; g 2 C([0; � ℄ � Rn ;Rn) mit kf � gk1 < 1 und f sei global Lipshitz-stetig mit Lipshitz-Konstante L. Ferner sei  = LL+1 . F�ur y0 2 Rn seien u bzw. v dieL�osungen des Anfangswertproblemsy0 = f(t; y); y(0) = y0; bzw. y0 = g(t; y); y(0) = y0:Dann gilt supt2[0;� ℄ ��e�(L+1)t(u(t)� v(t))�� � kf � gk1 �1� :Beweis. Es sei d(u; v) := supt2[0;� ℄ ��e�(L+1)t(u(t)� v(t))��die shon im Beweis des Satzes von Piard-Lindel�of betrahtete Metrik.a) Wie im Beweis von Theorem 1.2 giltd(u; v) = supt2[0;� ℄ e�(L+1)t���y0 � y1 + Z t0 f(s; u(s))ds� f(s; v(s))ds���� jy0 � y1j+ L supt2[0;� ℄ e�(L+1)t Z t0 ��u(s)� v(s)��ds� jy0 � y1j+ LL+ 1 d(u; v);



1 Der Satz von Piard-Lindel�of 17also folgt d(u; v) � (L + 1)jy0 � y1j = 1� 1 jy0 � y1j:b) Wegenu(t)� v(t) = Z t0 f(s; u(s))� f(s; v(s))ds+ Z t0 f(s; v(s))� g(s; v(s))dsgilt d(u; v) � LL + 1 d(u; v) + �kf � gk1;und somit d(u; v) � �1� kf � gk1: �


