Il Existenz- und Eindeutigkeitssatze

1 Der Satz von Picard-Lindelof

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen von Anfangswertproblemen systematisch untersuchen. Genauer gesagt, be-
trachten wir Differentialgleichungssysteme erster Ordnung der Form

(1.1)

{ y'(t) = f(ty(t), tel,
y(to) = o,

mit einer stetigen Funktion f : [ x R* — R", wobei I = [a,b] C R ein Intervall
ist und ty € I und yy € R” gilt. In einem ersten Schritt transferieren wir die obige
Differentialgleichung in eine Integralgleichung.

1.1 Lemma. Fir eine Funktion u € C(I,R") sind dquivalent:

i) ue CYI,R") und u ist eine Lisung von (1.1).

i) Es gilt u(t) = yo + j:; f(s,u(s))ds =: (Tu)(t) fir allet € I.
Der Beweis ist nicht schwierig. Ist u € C'(I,R") eine Losung von (1.1), so folgt

u(t) = yo —|—/t f(s,u(s))ds = (Tu)(t), t € I.

Umgekehrt ist u € C'(I, R™) eine Losung von T'u = u, so folgt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung v € C'(I,R") und u'(t) = f(¢, u(t)) fir alle t € T
sowie u(tg) = yo, d.h. u ist eine Losung von (1.1).

Der folgende Satz von Picard-Lindeldf ist einer der ersten Grundpfeiler der Existenz-
und Eindeutigkeitstheorie gewOhnlicher Differentialgleichungen. Von zentraler Bedeu-
tung ist hierbei eine sogenannte Lipschitzbedingung fiir f. Genauer gesagt gilt folgendes
Theorem.
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1.2 Theorem. (Picard-Lindeldf, globale Version.) Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes
Intervall, ty € I und yo € R". Ferner geniige die stetige Funktion f : 1 x R* — R”
einer globalen Lipschitzbedingung, d.h. es existiere ein L > 0 derart, dass

|f(t,y1) — f(t,y2)| < Llyr — yo|  fiir alle t € T und alle y,y2 € R?

gilt. Dann existiert genau eine Lisung u € CY(I,R") des Anfangswertproblems

(1.2) {ig iggwwx tel,

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes. Genauer
gesagt, betrachten wir den linearen Operator T': C'(I,R") — C(I,R") definiert durch

(Tu)(t) == yo + ttf(s, u(s))ds, t € 1.

Nach Lemma 1.1 ist die Aussage des Theorems dazu dquivalent, dass T genau einen
Fixpunkt besitzt. Um dies einzusehen, versehen wir den Raum C(I, R") mit der Metrik

d(u,v) := sup le" TV u(t) —o(t))], wu,v e C(I,RY).
ter

Da
o (L+1)b < o~ (LA < e—(L-l—l)a’ t € [a,b],

gilt, ist d eine zur {iblichen Metrik auf C(I,R") Aquivalente Metrik. Dies bedeu-
tet, dass (C'(I,R"),d) ein vollstdndiger, metrischer Raum ist. Somit ist der Banach-
sche Fixpunktsatz anwendbar und wir verifizieren, dass 1" eine strikte Kontraktion in
(C(I,R™),d) ist.

Fiir u,v € C(I,R") und t > t, gilt nach Voraussetzung

tel

d(Tu,Tv) = sup e_(L“)t‘ /t:f(s,u(s)) — f(s,v(s))ds‘

t
< sup e(L“)t/ Llu(s) — v(s)|ds
tel to
t
= sup Le(L“)t/ e THDs e~ (IFDs 1y (5) — w(s)| ds
tel to N -~ 4
<d(u,v)
t
< supLd(u,v)e_(L+1)t/ eFH1s
tel to
(L41)t _ o(L+1)to
= sup Ld(u,v e_(LH)te
up Ld(u,v) L+1
L
< ——d(u,v).

L+1
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In analoger Weise zeigen wir dies auch fiir ¢ < ¢y. Also gilt

L
< -
d(Tu,Tv) < T 1d(u, v),

und wegen 725 < 1ist die Abbildung T': C(I,R") — C(I,R") eine strikte Kontraktion.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert daher genau ein w € C'(I,R") mit Tu =
u und dieses u ist nach Lemma 1.1 die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
(1.2).

O

1.3 Bemerkung. Der obige Beweis gibt ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung
der Losung von (1.2) an. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert die Iteration

Uy = TUp_q

fiir jeden Startwert ug € C(I,R") gegen den Fixpunkt u. Ferner gilt eine a priori
Fehlerabschétzung

n

d(u, up) < 1C d(uy, ug)

mit ¢ := LL—H Prinzipiell kénnte man also dieses Verfahren auch zur numerischen Be-

rechnung der Losung verwenden, numerisch gesehen gibt es jedoch hierfiir wesentlich
bessere Verfahren.

Fiir viele Anwendungen ist die globale Lipschitzbedingung aus Theorem 1.2 eine zu
starke Bedingung. Wir fithren daher eine lokale Variante dieser Bedingung ein.

1.4 Definition. Es sei I C R ein Intervall, D C I xR” und f : D — R" eine Funktion.
Dann erfiillt f eine lokale Lipschitzbedingung in D, falls fiir jedes (to,z9) € D eine
Umgebung U(ty, 7q) C R**! von (o, %) und eine Konstante L(ty,7) > 0 existieren,
derart dass gilt

‘f(t,fEl) — f(t,l‘g)‘ S L(tg,l‘o)‘fﬁl - SEQ|, (t,l‘l), (t,l‘g) € U(to,ng) NnD.

1.5 Bemerkung. Ist D C R x R" offen und f € C*(D,R"), so ist f in D lokal
Lipschitz-stetig. Dies folgt aus dem Mittelwertsatz, da in einer kompakten Umgebung
von (tg, xg) € D alle Ableitungen von f als stetige Funktionen beschriankt sind.

Es ist bemerkenswert, dass die lokale Lipschitz-Stetigkeit bereits die Eindeutigkeit von
Losungen von (1.2) impliziert.
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1.6 Satz. Fs sei D C R x R" offen und f : D — R" eine lokal Lipschitz-stetige Funk-
tion. Sind uy,us 1 I — R" zwei Lisungen der Differentialgleichung y'(t) = f(t,y(t))
fiir alle t € T C R und gilt ui(ty) = us(to) fiir ein tq € I, so folgt

uy(t) = uo(t)  fiir allet € I.

Um diesen Satz zu beweisen, benétigen wir das sogenannte Lemma von Gronwall,
welches auch fiir spétere Betrachtungen zur stetigen Abhéngigkeit von Bedeutung sein
wird.

1.7 Lemma. (Lemma von Gronwall).
FEs seien to, 7 € R mit 7 > to und u,v € C([to, 7], R) mit v > 0. Gilt fiir eine Konstante
aeR

t
u(t) < a+/ u(s)v(s)ds, to <t <,
to
so folgt
[E v(s)ds
u(t) < a exp’to , o <t<T.

Beweis. Fiir ¢ > 0 setzen wir h.(t) := (a+¢) expftto "5 B gilt dann hL(t) = he(t)v(t)
und somit via Integration

t

h.(t) = h.(to) +/ he(s)v(s)ds = (a+ ¢) +/ he(s)v(s)ds.

to to

Wir zeigen nun, dass
(1.3) u(t) < h.(t) fiir alle ¢ € [tg, 7]

gilt. Zunéchst ist klar, dass diese Ungleichung fiir ¢ = ¢, gilt. Nehmen wir an, dass (1.3)
nicht fiir alle ¢ € [tq, 7] gelten wiirde, so wiirde ein kleinstes T € [to, 7] existieren mit
u(T) = h(T). Dies impliziert

T

w(T) <a -l-/ u(s)v(s)ds < a+e +/ he(s)v(s)ds = h(T),

to to

also einen Widerspruch. Daher gilt (1.3) und da e > 0 beliebig gewihlt war, folgt die

Behauptung.
O

Beweis von Satz 1.6. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.
Schritt 1: Gilt uy(7) = ug(7) fiir ein 7 € I, so existiert ein £ > 0 derart, dass u; und



1 Der Satz von Picard-Lindel6f 13

ug auf I N[, 7 + €] iibereinstimmen.
Bezeichnet L(1,u;(7)) die lokale Lipschitzkonstante von f, so gilt

‘Ul(t) — Ug(t)‘ =

uy (1) + /Tt ui(s)ds — ug(T) — /Tt ug(s)ds‘
= | [ o) - £t

< [ svun(s)) = Fs. ) fds
< L(T,ul(f))/ s () — s (s)|ds,

fiir alle ¢ € [7, 7+ £] mit geniigend kleinem & > 0. Das Lemma von Gronwall impliziert
(mit a = 0,u(s) = |u1(s) — ua(s)],v(s) = L), dass u; = uy in [1, 7 + €] gilt.
Schritt 2: Wir zeigen, dass u; = us in [tg, 00) gilt. Hierzu sei T := sup{t € I : u; =
ug in [tg,t]}. Gilt T' = oo oder stimmt 7" mit dem rechten Intervallende von I iiberein,
so folgt die Behauptung. Anderenfalls existiert ein § > 0 mit [T, T + 6] C I. Aus
Stetigkeitsgriinden gilt uq(7T") = ug(T") und somit existiert nach Schritt 1 ein £ > 0 mit
uy = ug in [T, T + €]. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Definition von 7" und somit
gilt uy = uy in [tg,00) N I.
Schritt 8: Wir zeigen u; = uy in (—o00, tp] N I analog.

U

Wir sind nun in der Lage die lokale Version des Satzes von Picard-Lindel6f zu beweisen.
1.8 Theorem. (Picard-Lindeldf, lokale Version).
Es seien I C R ein Intervall, D C I X R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion,

die einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt. Dann existiert zu jedem (tg,y0) € D eine
Umgebung U von (to, yo), in welcher das Anfangswertproblem

y'(t) = flty@®), tel,
y(to) = o,

eine eindeutige Lisung besitzt.

Beweis. a) Existenz der Losung.

Es sei (tg,y0) € D und U(tg,yo) die Umgebung aus Definition 1.4. Durch eventuelles
Verkleinern kénnen wir oBdA annehmen, dass

U(to,yg) = (to — 5,t0 +5) X V(y[))

fiir ein € > 0 und eine Umgebung V (yo) C R™ von vy gilt. Wir wihlen nun ¢ € C'(R")
derart, dass {z € R” : ¢(x) # 0} eine kompakte Teilmenge von V() ist und 0 < ¢ < 1
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sowie ¢ = 1 in einer Umgebung V C V(1) gilt. Dann ist F' gegeben durch
)= { J6I60), e,

0, sonst

in U(tg, yo) stetig und erfiillt dort die globale Lipschitzbedingung

‘f(tafh)@(fh) — f(t,x)p(x1) + f(t 22)p(21) — f(t,xg)cp(xg)‘
L(to, zo)|x1 — z2/[|@lloe + | (£, 22)| [0(21) — (22)]|

CL(to, wo) |71 — mo| + COl|¢|| 0|21 — 2]

CL(to, zo)|x1 — 23], t € [tg—e,to+¢€], 1,29 € R".

‘F(t,xl) - F(t,xg)‘

IA N IA

Nach Theorem 1.2 existiert also genau ein u € C'([ty — &,tp + €], R*) mit /() =
F(t,u(t)) und u(ty) = yo. Ferner, da u(ty) = yo und u stetig, gilt u(t) € V C V(yo)
fiir ¢ nahe bei ty. Fiir diese ¢ gilt aber ¢(u(t)) = 1 und somit ist u eine Losung von
y'(t) = f(t,y(t)) in einer Umgebung von .

b) Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus Satz 1.6.

1.9 Beispiele.
a) Betrachte die Differentialgleichung

y'(t) =t +y(t) = f(ty(h).

Wegen |f(t,z1) — f(t,x2)| = |z1 — xa| ist f global Lipschitzstetig.
b) Die Funktion f(t,y(t)) = 2 4+ y*(¢) ist auf R x R nicht global, aber lokal Lipschitz-
stetig, denn es gilt

f(t,a1) = f(t,m0)| = [aT — 23] < |a1 + zo| |71 — 2o.

Die lokale Lipschitzstetigkeit kénnen wir natiirlich auch aus Bemerkung 1.5 folgern.
¢) Wir betrachten die Differentialgleichung

also die Funktion f(t,z) := 23 auf R x R,. Dann ist f nicht lokal Lipschitz-stetig
und die eindeutige Losbarkeit geht in diesem Fall verloren. Neben y = 0 ist auch
u(t) = 5-(t — a)® eine weitere Losung mit u(a) = 0 fiir jedes a € R.

Wir haben gesehen, dass unter den gegebenen Bedingungen das Anfangswertproblem
(1.2) in einer Umgebung U (to, yo) eine eindeutige Losung besitzt. Im Folgenden mochten
wir die ,,Grofle der Umgebung U (tg, yo), oder anders gesprochen die Lebensdauer der
Losung genauer untersuchen. Wir beginnen mit dem folgenden Resultat iiber das ma-
ximale Existenzintervall.



1 Der Satz von Picard-Lindel6f 15

1.10 Satz. (Maximales Existenzintervall). Es sei D C R x R" ein Gebiet und f :
D — R" eine stetige Funktion, welche einer lokalen Lipschitz-Bedingung genitigt. Fiir
(to, yo) € D betrachte das Anfangswertproblem

y'(t) = fy),
1.4
( ) { y(to) = Yo-
Dann existiert ein eindeutiges ty enthaltendes, offenes Intervall I und eine Funktion

u e C'(I,R"), welche (2.1) erfillt, so dass fiir jedes to enthaltende, offene Intervall I
und jede Lisung u € C'(I,R") von (2.1) gilt: I C I und u|; = u.

Das obige Intervall T heifit mazimales Existenzintervall des Anfangswertproblems (2.1).

Beweis. Wir bezeichnen mit M die Menge aller offenen Intervalle J C R mit ¢, € J,
fiir welche eine Losung des Anfangswertproblems (2.1) in J existiert. Der Satz von
Picard-Lindelsf impliziert, dass M # () ist. Seien J;,.J, € M und u;, us zugehorige
Lésungen, so gilt in J; N J, nach Satz 1.6 uq = usy. Setzt man

T::U J,

Jem

so ist I offen und es gilt ¢ty € I. Weiter ist I ein Intervall, da fiir jedes t € I ein J € M
existiert mit ¢ € .J und somit [to, t] C J C I gilt. Auf I definieren wir u via u(t) := a(¢)
fiir ein J € M mit ¢t € J und zugehoriger Losung . Wegen Satz 1.6 ist u eindeutig

und wohldefiniert.
O

Die Lebensdauer einer nach dem Satz von Picard-Lindel6f gefundenen Lésung 148t sich
wie folgt nach unten abschétzen.

1.11 Satz. (Lifespan). Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeldf
fir n =1 und fir den Quader Q = [to,to + h] X [yo — ¢, yo + ¢] mit h,c > 0 gelte Q C
Ulto, o). Dann ezistiert die lokale Lisung u mindestens im Intervall [tg, to + a], wobei
a = min(h, 17) und M := maxg zeq | f(t, z)| gilt. Ferner gilt |u(t)—yo| < ¢ fir alle t €
[to, t(] + a].

Beweis. Definiert man F durch

f(tayﬂ—'_c)) x>y0+ca
F(tax) = f(tal‘)a S [yﬂ - Cay0+c]a le [t07t0 +h]a
f(t:yU_C): T <Y —C

so ist F global Lipschitzstetig. Nach dem globalen Satz von Picard-Lindel&f besitzt die

Gleichung
{y’(t) = F(t,y(),
y'(td) = Yo,
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eine eindeutige Losung v, fiir welche
t
w(t) —yo| = / F(s,v(s))ds| < Ma<e, t—ty<a,
to

gilt. Somit ist (£, v(t)) € @ fiir alle t € [to, tp+a] und da F' = f in @ nach Konstruktion
ist, folgt u(t) = v(t) fiir alle t € [to, to + a]. Somit existiert u mindestens im Intervall
[t(], to + a].

U

Den Abschluss dieses Abschnitts bildet der folgende Satz iiber die stetige Abhéngigkeit
der Losung eines Anfangswertproblems von den Daten f bzw. vom Anfangswert yy.
Wiederum ist die Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite f die entscheidende Bedingung.

1.12 Satz. (Stetige Abhéngigkeit von den Daten).
a) Es sei f € C([0, 7] xR, R") eine global Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitzkon-
stante L. Fir yy,y1 € R” bezeichne u bzw. v die Losungen des Anfangswertproblemes

y' = f(t,y®), y(0) = o, Dbzw. Y = f(t,y(t)), y(0) = .

Dann gilt mit ¢ = LLH

sup ‘6 (L+1)t (u(t) o U(t))‘ < yi:y1|.
t€[0,7] c

b) Es seien f,g € C([0,7] x R*,R") mit ||f — g|lc < 00 und f sei global Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L. Ferner sei ¢ = Fiir yo € R seten u bzw. v die
Lésungen des Anfangswertproblems

L+1°

Yy =fty), y0) =y, bzw. Yy =g(t,y), y(0)=yo.
Dann gilt

.
sup [ (u(t) = v(B)] < [If = glloos
t€[0,7] —C

Beweis. Es sei

d(u,v) = tSl[ép} ‘e*(LH)t(u(t) —v(t))|
c|0,7

die schon im Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf betrachtete Metrik.
a) Wie im Beweis von Theorem 1.2 gilt

t
d(u, v) :tﬁge@“ﬂm—yrgffwm@»w—f@mwn@
< |yo— w1l + L sup e FHV! / — v(s)|ds
tEOT

L
< lo—wl+——d
> |?JO y1‘+L+1 (U,U),
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also folgt
1

d(u,v) < (L+1)|yo — y1| = c——1|y0 — 1l
b) Wegen

/fsu f(s,v(s) ds+/fsv ) —g(s,v(s))ds
gilt

A, v) < 7 d(w,) + 71 g
uv) < 7 duv) +7 91l 005

und somit

A, v) € T |1f = 9]l



