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14. Tutorium zur
„Analysis I (deutsch)“

T39 (Differenzierbarkeit)
Für α ∈ R sei fα : R → R definiert als

fα(x) =

{
xα sin( 1

x), x 6= 0
0, x = 0.

Zeige:

i) fα ist genau dann stetig, wenn α > 0.
ii) fα ist genau dann differenzierbar, wenn α > 1.
iii) fα ist genau dann stetig differenzierbar, wenn α > 2.

Insbesondere haben wir mit α ∈ (1, 2] Beispiele für Funktionen, die differenzierbar sind,
deren Ableitung aber unstetig ist. Vergleiche auch den Satz von Darboux vom Tutoriums-
blatt Nr. 12, der zeigt, dass Ableitungen keine Sprungstellen besitzen können. Trotzdem
können sie unstetig sein, wie dieses Beispiel zeigt.
Lösung: Die Funktion fα ist offensichtlich stetig differenzierbar auf R\{0} mit Ableitung

f ′
α(x) = αxα−1 sin(

1
x

)− xα−2 cos(
1
x

)

für x 6= 0.

i) Wir müssen noch die Stetigkeit in x = 0 untersuchen.
Für α ≤ 0 ist xk = 2

(4k+1)π eine Nullfolge im Definitionsbereich, für die gilt

fα(xk) = xα
k sin(

1
xk

) =
(

(4k + 1)π
2

)−α

sin(
(4k + 1)π

2
)

=
(

(4k + 1)π
2

)−α

→

{
∞, α < 0,

1, α = 0.

Der Funktionswert fα(0) ist aber 0. Also kann fα nicht stetig in x = 0 sein.
Für α > 0 schätzen wir einfach ab: Sei (xk)k eine Nullfolge. Dann gilt

|fα(xk)− fα(0)| = |xα
k sin(

1
x

)| ≤ |xα
k | → 0

für k →∞. Also ist fα stetig auch in x = 0.
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ii) Um Differenzierbarkeit im Punkte x = 0 zu überprüfen, betrachten wir den Differen-
zenquotienten

1
h

(fα(h)− fα(0)) =
1
h

(hα sin(
1
h

)) = hα−1 sin(
1
h

).

Wieder folgt mit der speziellen Folge xk = 2
(4k+1)π , dass der Grenzwert für h → 0

nicht existiert, falls α ≤ 1. Im Falle α > 1 können wir ählich wie in i) abschätzen und
erhalten den Grenzwert f ′

α(0) = 0.
iii) Die Ableitung hat nun die Form:

f ′
α(x) =

{
αxα−1 sin( 1

x)− xα−2 cos( 1
x), x 6= 0

0, x = 0
.

Betrachten wir zunächst den Fall α ≤ 2. Wir betrachten dieses Mal die Nullfolge
xk = (2πk)−1. Für diese Folge gilt:

f ′
α(xk) = (2πk)−α+1 sin(2πk)−(2πk)−α+2 cos(2πk) = −(2πk)−α+2 →

{
−∞, α < 2
−1, α = 2.

Da aber f ′
α(0) = 0 ist, kann f ′

α nicht stetig in x = 0 sein.
Wir haben für α > 2 die Abschätzung

|f ′
α(x)− f ′

α(0)| ≤ α|x|α−1| sin(
1
x

)|+ |x|α−2| cos(
1
x

)| ≤ α|x|α−1 + |x|α−2 → 0

für x → 0. Also ist dann die Ableitung f ′
α stetig auch in x = 0.

T40 (Euler’sche Formel)
Zeige mit Hilfe der Euler’schen Formel:

n∑
k=0

cos(kx) =
1
2

+
sin((n + 1

2)x)
2 sin(1

2x)
,

n∑
k=0

sin(kx) =
cos(1

2x)− cos((n + 1
2)x)

2 sin 1
2x

,

für alle x /∈ 2πZ.
Lösung: Wir schreiben mit Hilfe der geometrischen Summe (eix 6= 1, da x /∈ 2πZ):

n∑
k=0

cos(kx) + i

n∑
k=0

sin(kx) =
n∑

k=0

(cos(kx) + i sin(kx)) =
n∑

k=0

eikx =
n∑

k=0

(eix)k

=
1− ei(n+1)x

1− eix
.

Wir teilen nun Zähler und Nenner durch ei 1
2
x und erhalten

e−i 1
2
x − ei(n+ 1

2
)x

e−i 1
2
x − ei 1

2
x

=
cos(1

2x)− i sin(1
2x)− cos((n + 1

2)x)− i sin((n + 1
2)x)

−2i sin(1
2x)

=

(
1
2

+
sin((n + 1

2)x)
2 sin(1

2x)

)
+ i

(
cos(1

2x)− cos((n + 1
2)x)

2 sin(1
2x)

)
.

Nun vergleichen wir Real- und Imaginärteil und bekommen die gewünschten Formeln.
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