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14. Tutorium zur
,<Analysis I (deutsch)

T39 (Differenzierbarkeit)
Fir a € R sei f,: R — R definiert als

Zeige:
i) fo ist genau dann stetig, wenn « > 0.
i) fo ist genau dann differenzierbar, wenn v > 1.
iii) fq ist genau dann stetig differenzierbar, wenn o > 2.

Insbesondere haben wir mit « € (1,2] Beispiele fiir Funktionen, die differenzierbar sind,
deren Ableitung aber unstetig ist. Vergleiche auch den Satz von Darboux vom Tutoriums-
blatt Nr. 12, der zeigt, dass Ableitungen keine Sprungstellen besitzen kénnen. Trotzdem
konnen sie unstetig sein, wie dieses Beispiel zeigt.

Losung: Die Funktion f, ist offensichtlich stetig differenzierbar auf R\ {0} mit Ableitung

£ (2) = az®! sin(%) o2 cos(%)

fiir x # 0.
i) Wir miissen noch die Stetigkeit in = 0 untersuchen.

Fir a <0ist zp, = eine Nullfolge im Definitionsbereich, fiir die gilt

2
(@k+Dm

e Lo (@R DTN 4k 4 D)
foton) = ssini ) = (5T) B

((4k+1)7r>_a 00, a <0,

= — —

2 1, a=0.

Der Funktionswert f,(0) ist aber 0. Also kann f,, nicht stetig in = 0 sein.
Fiir @ > 0 schétzen wir einfach ab: Sei (z) eine Nullfolge. Dann gilt

alk) — fal0)] = laft sin( )] < [af] — 0

fir kK — oo. Also ist f, stetig auch in x = 0.
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ii) Um Differenzierbarkeit im Punkte x = 0 zu iiberpriifen, betrachten wir den Differen-

zenquotienten
1 1 1 1
(falh) = faf0)) = 7 (b sin(3)) = h* L sin(3).
Wieder folgt mit der speziellen Folge zp = @ )r 4ki1)ﬂ, dass der Grenzwert fir h — 0

nicht existiert, falls & < 1. Im Falle @ > 1 kénnen wir dhlich wie in i) abschitzen und

erhalten den Grenzwert f/(0) = 0.
iii) Die Ableitung hat nun die Form:

az®sin(1) — 2% 2cos(1), 2 #0
0, r=0

Betrachten wir zunéchst den Fall « < 2. Wir betrachten dieses Mal die Nullfolge

xy, = (2mk) L. Fiir diese Folge gilt:

—0Q,

fh(xy) = (2mk) "M sin(2nk) — (27k) =2 cos(2nk) = —(2wk) 12 — {_1

Da aber f/(0) = 0 ist, kann f/, nicht stetig in x = 0 sein.
Wir haben fiir a > 2 die Abschétzung

RTINS | - 1 . .
[fa(@) = fa(0)] < af2]*Hsin( )] + [2]* [ cos()] < ala]* 4+ |27 —

fir  — 0. Also ist dann die Ableitung f/, stetig auch in x = 0.

T40 (Euler’sche Formel)
Zeige mit Hilfe der Euler’schen Formel:

¥ 1
Zcos(k:r) =3 +
k=0

Zn:sin(kx) _ cos(3z) — cos((n + 1))
k=0

sin((n + 3)z)
2sin(5x)

fir alle x ¢ 27Z.

o< 2

o= 2.

0

Lésung: Wir schreiben mit Hilfe der geometrischen Summe (e # 1, da = ¢ 277Z):

Z cos(kx) +1 Z sin(kz) = Z(cos(kx) +isin(kr)) =) ek = Z(em)k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
1— ei(n—i—l)x
1—e

Wir teilen nun Zahler und Nenner durch ei%z

e~13% _ gilnty)e cos(iz) —isin(32) — cos((n + 3)z) —isin((n + %))
o—i3T _ i3 —2isin(32)
B <1 | sin((n + ;)x)) = <cos(;x) — cos((n + ;)x)) |

S \2 2sin(5) 2sin(32)

und erhalten

Nun vergleichen wir Real- und Imaginérteil und bekommen die gewiinschten Formeln.



