TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Wintersemester 2008,/2009
28. Januar 2009

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. Farwig
Raphael Schulz, Felix Riechwald

13. Tutorium zur
,<Analysis I (deutsch)

T37 (Satz von Dini)
Der folgende Satz ist als Satz von Dini bekannt:
Sei D C R und (fy)nen eine punktweise konvergente Funktionenfolge stetiger Funktionen
mit Definitionsbereich D, die punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert. Wir
nehmen zusatzlich an:
(a) Der Definitionsbereich D ist kompakt.
(b) Die Grenzfunktion f ist stetig.
(c) Die Konvergenz ist monoton, das heift fy,(z) < f,t1(x) fir alle z € D und alle n € N
oder fp(z) > fnyi1(zx) fir alle x € D und alle n € N.

Dann konvergiert die Funktionenfolge sogar gleichméfig gegen f.

i) Zeige, dass jede einzelne der Annahmen (a), (b) und (c) notig ist, finde also Beispiele
fiir punktweise konvergente Funktionenfolgen, die nur eine der Bedingungen (a), (b)
oder (c) verletzen und die trotzdem nicht gleichméfig konvergieren.

ii) Beweise den Satz von Dini.

iii) Seien f,: [a,b] — [0,00), n € N, stetig und nehmen wir an, dass f(z) = > oo fa(x)
punktweise konvergiert mit stetiger Grenzfunktion f. Zeige: Die Reihe konvergiert

gleichméfig.
T38 (Eulersche Zahlen)
Die als Potenzreihe definierte Funktion cos(z) = > .2, %x% ist aus der Vorlesung

bekannt. Da cos(0) = 1 # 0, folgt (ohne dass wir es hier beweisen), dass der Kehrwert %
ebenfalls als Potenzreihe entwickelbar ist. Da cos eine gerade Funktion ist, gilt dies auch
fiir -, Damit erhalten wir die Darstellung
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fiir eindeutig bestimmte reelle Zahlen by, k € Ny. Die Zahlen Eo, k € Ny, definiert durch

By, := (—1)"by,(2Kk)!,

heilten die Eulerschen Zahlen.



Finde mit Hilfe des Cauchyproduktes eine Rekursionsformel fiir die Eulerschen Zahlen.
Berechne damit Ey, Fo, F4 und Ejg. Zeige, dass alle Eulerschen Zahlen ganze Zahlen sind.
Zeige auferdem, dass lim supy, | Eo| = oo.

Hinweis: Benutze ohne Beweis, dass Koeffizientenvergleich fiir Potenzreihen moglich ist.
Das heifit: Falls 22, apx® = >°0°  ba® fiir alle z im Konvergenzbereich, dann gilt schon
ap = by, fiir alle k£ € Ny. Dies ist der Identitatssatz fiir Potenzreihen auf Seite 150 im Skript.



