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T 21 Dezimalzahlen und p-adische Entwicklungen

Sei p > 2 eine natiirliche Zahl. Die ganzen Zahlen a mit 0 < a < p nennt man
p-adische Ziffern. Eine Reihe

> ™t

k=1

mit p-adischen Ziffern a; heifit p-adische Entwicklung, wenn nicht fast alle Ziffern
gleich p — 1 sind.

a) Fiir p = 2 berechne eine p-adische Entwicklung fiir %. Berechne die ersten 4
Ziffern einer Entwicklung von %

b) Fiir p = 10 berechne eine p-adische Darstellung von %. Ist
0.49 = i+§:9-1o—k
' 10 =~

eine dekadische (d.h. 10-adische) Entwicklung? Berechne den Grenzwert dieser
Reihe und bestimme eine dekadische Entwicklung davon.

c¢) Uberlege, warum eine gegebene p-adische Darstellung immer als Reihe konver-
giert.

d) Zeige, dass es fiir jedes z € (0,1) genau eine p-adische Entwicklung gibt.

a)

b) Die Dezimalentwicklung von % ist 0.75, das heifst a1 = 7, a3 = 5 und a; = 0
fiir i > 2.
Die gegebene Reihe 0.49 ist nach unserer Definition keine dekadische Entwick-
lung, da nur endlich oft eine andere Ziffer als 9 vorkommt. Mithilfe der geo-
metrischen Reihe ergibt sich als Grenzwert der Reihe © = % FEine dekadische
Entwicklung von x ist

1

r=_95 -10.

=a

c¢) Die geometrische Reihe
> v
k=0

ist eine Majorante.
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d) Vgl. Skript S. 85f.

T 22 Wurzel- und Quotientenkriterium

Sei eine Reihe "7 a, gegeben, wobei a,, # 0 fiir n € N.

n=1

Beweise: Wenn lim,,_ |“221| = ¢ mit ¢ < 1, dann gilt auch lim,,_.., ¥/|a,| = ¢.

Beweise, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

Sei zunéchst q¢ > 0.

a

Da lim,, . |
so, dass

=g <1, gibtesfire>0mit0<qg—ec<g+e<leinN €N

Ap41
Qg

tiir alle k > Ny gilt. Wir setzen 3, - =ec+q <1 und 8, :=q—¢ > 0.
Fiir k > Ny haben wir Gy|ag| < |ags1| < Bolax|, aulserdem

B Man,| < lax| < B Maw,|
LN

1= 1 1 =+ 1
bzw. By |aN1|k—q§|ak!k—q < B |aN1|k_q'

Also gilt

1 1-3 1
[lagl = g < max3 |87 Jaxa |t — g

Y

-5 1
B jan | —q\} 0

Die Folgen 6.1_% lan, |% —q konvergieren gegen 3. — q. Das Maximum auf der rechten
Seite von (1) konvergiert daher gegen max{|5,—q|,|B.—q|} = € (vgl. Aufgabe T18).

Insgesamt haben wir also
. 1 . 1
khm |ay|* —q‘ = khm ‘|ak\k —q’ <e.
Da e > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, muss limy_., |ak|% = q gelten.

Fiir den Fall ¢ = 0 setzt man (3, := 0.

Das die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt, erkennt man an folgendem Gegen-

beispiel:
3+ (1)
Z n+1
n=1
Waurzelkriterium: Fiir alle n € N gilt
W B %5, n gerade,
" %, n ungerade,
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Dabher ist lim,, .o, {/|an| = %, und die Reihe ist konvergent nach Wurzelkriterium.
An+41

Quotientenkriterium: Die Folge =*+ ist nicht konvergent, da

A1 }1, n gerade,
Uy, 1, n ungerade,

was bedeutet, dass zwei Teilfolgen (gerade und ungerade m) mit verschiedenen
Grenzwerten existieren.



