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T 17 Ein Kriterium fiir Nullfolgen

T18

T19

Sei (a,)22, eine Folge mit a, # 0 fiir alle n € N. Wir nehmen an, dass

. Ap+1
lim

n—oo (U,

=a mit |a| <1
gilt. Zeige lim,, .o a,, = 0.

Sei e = 1(1 — |a|). Es gibt ein N, so dass |“24t —a| < e fiir allen > N gilt. Fiir
n > N folgt

[ < et fa] =g < 1.

Durch vollstéindige Induktion zeigt man |a,| < |ay| - ¢ = ¢ Vl|ay]|q¢"™ fiir n > N.

Da (q™)22, gegen 0 konvergiert, gilt dies auch fiir die Folge (a,)> ;.

Grenzwerte von Zahlenfolgen
Zeige, dass

lim max{a,,b,} = max{a,b}

n—oo

gilt, falls lim,, .o, a, = a und lim,, ., b, = b.

Es reicht nur den Fall a < b zu betrachten.
Sei zundchst a < b. Sei ¢ > 0 gegeben, so dass a+¢ < b—e gilt. Gemak der Definition
des Grenzwerts einer Zahlenfolge gibt es ein N = N(¢) € N, so dass

ap, < a+e<b—e<b,, n > N(e).
Da max{ay,, b,} = b, fiir n > N(e), gilt

lim max{a,,b,} = lim b, = b = max{a, b}.

n—oo

Sei a = b. Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 ein ng, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichungen |a,, — a| < € und |b, — a| < € gelten, d.h.

| max{a,, b,} —a| <e.
Dies beweist die Behauptung.

Intervallschachtelungsprinzip impliziert Vollstandigkeit

Wir wollen in mehreren Schritten zeigen: Aus dem Intervallschachtelungsprinzip
(Satz 4.10) folgt, dass jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

Sei (a,)nen ein reelle Cauchy-Folge.
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1. Zeige, dass es eine Folge
ng<mny<ng<---

natiirlicher Zahlen gibt mit

k-+1)

|, — am| < 2~ fiir alle n, m > ny,.

2. Wir definieren . .
Ik = ank_?aa'nk+?
Zeige, dass I}, D I fiir jedes k € Ny gilt.

3. Wie bekommen wir nun einen Grenzwert der Folge (a,)nen?

1. Dies folgt daraus, dass a, eine Cauchy-Folge ist.

2. Sei also k € Ny gegeben und sei x ein Element von [j;. Dann gilt aufgrund
der Dreiecksungleichung

’x - ank‘ = ’x — Oy T Apyy — ank’
S |*I - ank+1| + |ank+1 - ank|
—_——— —_———

<2=(k+1) dax€lpyy <2~ (D) aufgrund der Definition von ny

< 27D 4 o=(hil) = 9=k

Das bedeutet, dass x € I, gilt.

3. Da die Folge l;, = a,;, + 2% — O+ 2% = 27*+1 der Intervalllingen eine Nullfolge
ist, gibt es nach dem Intervallschachtelungs-Prinzip ein einziges

Wir zeigen, dass a Grenzwert der Folge (ay,)nen Ist:

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein N € N mit 27V*! < ¢, Fiirn > ny
gilt nun

an —a| = |an — any + ny — al
< | — Gy + |any — a
S———r ———r

<2—(N+1) nach der Definition von ny <2~V da a€ly

1
< 27WNHD L o= N — 5+ 127N <227V = 97N+ ¢

T 20 Zusatzaufgabe

Zeige, dass

lim (2{’/5— 1)” = 22

n—oo
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fiir x > 1 gilt.
Hinweis: Leite mittels der Bernoullischen Ungleichung her, dass
2

@ve-1)">2*(1-—=).

nv 2

Die Behauptung ist offensichtlich fiir x = 1. Sei nun x > 1. Wir haben
0< (Vo—1)"= Va2 —2yx+1
und somit
2vr —1)" < (Va2)" = 2% (1)

Andererseits gilt

(2«/5—1)”:x2(;§—{L/Z_Q)n:ﬁ(H(;E— nlﬁ—l))n. 2)

Die Bernoullische Ungleichung impliziert

evE-)" 22 (1en( - o 1)) = (1=

x
Die Bernoullische Ungleichung liefert auch die Ungleichung

r={r—1+1)">14+n(Jz—1) >n(Jz—1).

Deswegen gilt

Aus (2) erhalten wir
n z”
(2¢/7 —1) >x2(1—nn—@>. (3)
Gemafs dem Einschliessungskriterium folgt es aus (1) und (3), dass

lim (2{/z —1)" = 2?

n—oo

gilt.



