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Analysis 1 für M, LaG M, Tutorium 5

T 14 Mächtigkeit

Zeige, dass die Menge der Nullstellen von allen Gleichungen der Form

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 = 0, n ∈ N, ai ∈ Z, i = 0, . . . , n,

abzählbar ist.

T 15 Mächtigkeit

Zeige, dass die Potenzmenge P(A) einer Menge A (A kann auch unendlich sein)
immer eine größere Mächtigkeit als die Menge A hat.

T 16 Quadratwurzeln

Sei a ∈ R, a > 1. Wir wollen beweisen, dass
√

a durch die Folge

x0 = a, xn+1 :=
1

2

(
xn +

a

xn

)
, n ∈ N0,

approximiert werden kann.

a1) Zeige xn > 0 für alle n ∈ N.

a2) Zeige x2
n ≥ a für alle n ∈ N.

Hinweis: Zeige zunächst s · t ≤ (s+t)2

4
für s, t ∈ R.

a3) Beweise, dass die Folge (xn)n∈N monoton fallend ist, und folgere daraus

x2
1 ≥ x2

2 ≥ · · · ≥ x2
n ≥ x2

n+1 ≥ · · · ≥ a.

b) Zeige, dass die Folge
(

a
xn

)
n∈N

monoton wachsend ist und
(

a
xn

)2

≤ a für alle
n ∈ N erfüllt.

c) Die Folgen (xn)n∈N und
(

a
xn

)
n∈N

konvergieren gegen
√

a.

Hinweis: Betrachte die Länge dn :=
∣∣∣xn − a

xn

∣∣∣ des n-ten „Fehlerintervalls“[
a

xn
, xn

]
und zeige induktiv dn ≤ |a−1|

2n , n ∈ N.


