Analysis 1 fiir M, LaG M, Tutorium 2, Losungsvorschlag

T4 Relationen

a) Welche der folgenden Relationen zwischen natiirlichen Zahlen sind reflexiv,
welche sind symmetrisch und welche transitiv:

1. a#0b,

2. a<b,

3. a unterscheidet sich von b nicht mehr als um 2,

4. a und b haben einen gemeinsamen natiirlichen Teiler, der ungleich 1 ist.

b) Sei ~ eine reflexive Relation. Zeige, dass ~ symmetrisch und transitiv ist genau
dann, wenn a ~ b, a ~ ¢ = b~ c gilt.

a) 1. Die Relation a # b ist nicht reflexiv, symmetrisch (aus a # b folgt b # a),
nicht transitiv (aus a # b und b # ¢ folgt nicht, dass a # ¢ sein muss).

2. Die Relation a < b ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch (wenn a < b ist, kann
nicht b < a gelten), aber transitiv (aus a < b und b < ¢ folgt, dass a < c ist).

3. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch, aber nicht transitiv (a = 2, b =4, ¢ =

6).

4. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch (bis auf 1 ~ 1), aber nicht transitiv
(a=2, b=6, c=3).

b) 1. (=) Sei ~ symmetrisch und transitiv. Wir nehmen a,b, ¢ mit a ~ b und a ~ c.
Aus a ~ b folgt wegen Symmetrie, dass b ~ a ist, und wegen Transitivitat folgt aus
b~ aunda~ c, dass b~ c ist. Daher gilt a ~ b, a ~c= b~ c.

2. (<) Wie nehmen an, dass fiir a,b,c mit a ~ b, a ~ ¢ die Aussage b ~ c gilt. Da
~ reflexiv ist, ist a ~ a und wegen Annahme haben wir a ~ b, a ~ a = b ~ a.
Also ~ ist symmetrisch. Ist a ~ b und b ~ ¢, dann ist auch wegen schon bewiesener
Symmetrie b ~ a und b ~ ¢, woraus nach unsere Annahme a ~ c folgt. Die Relation
~ ist daher symmetrisch und transitiv.

T5 Potenzmengen
Schreibe die Potenzmengen P (M) folgender Mengen auf:
(@) M =0, () M={0,ab}, (c)M=1{0{aha}, (d)M={aabch

Wieviel Elemente hat die Potenzmenge einer n—elementigen Menge fiirn = 0, 1, 2, 3.
Ist die Potenzmenge P(M) groker als M, kleiner oder gleich grof?

Die Potenzmengen sind:
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(a) P(0) ={0};
(b) P({0,a,0}) = {0, {0}, {a}, {b}, {a, b},{0,a},{0,0},{0, a, 0} };
(c) P({0,{a},a}) = {0, {0}, {a}, {{a}} {0, a}, {0, {a}}, {a,{a}}, {0, a, {a} }};
(d) Esist {a,a,b,c} ={a,b,c} und daher
P({a,a,b,¢c}) = {0, {a}, {b}, {c},{a,b},{b, c}, {a, c}, {a, b, c}}.

Die Potenzmenge einer n—elementigen Menge M hat immer 2" Elemente und ist
somit auch grofer als M.

Modulorechnung und Aquivalenzklassen

Gegeben sei die Grundmenge Ny := NU {0}. Wir definieren nun eine Aquivalenzre-
lation R(m) C Ny x Ny fiir ein festes m € N:

Seien a, b € Ny. Dann gelte
a~vpbedkeZ . a=k-m+0b.

Wir sagen dann a ist kongruent b modulo m.
(a) Zeige, dass R(m) eine Aquivalenzrelation ist.

Eine Teilmenge von R, die nur Elemente enthélt, die zueinander dquivalent sind,
nennt man auch Aquivalenzklasse. Sie wird fiir gewohnlich mit ihrem kleinsten Ele-
ment in eckigen Klammern bezeichnet.

(b) Versuche, die Aquivalenzklassen von 0 und 1, also [0] und [1] C Ny anzugeben.
(c) Wie sieht die Menge aller Aquivalenzklassen aus?

(d) Wir betrachten nun R(m) fiir ein festes m, namlich m = 5.
Bestimme die Aquivalenzklassen von 6,7 und 6 + 7. Was fillt Dir auf?

Welche Bedingungen sollte die Definition der Addition auf der Menge der Aqui-
valenzklassen also sinnvollerweise erfiillen?

Definiere eine Addition auf der Menge der Aquivalenzklassen und zeige, dass
sie im obigen Sinne sinnvoll ist.

(a) Wir zeigen, dass ~,, reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, wo
a~pbedkeZ a=k-m+b.

reflexiv: 3k € Z : a =k - m + a. Lésung: k = 0.

symmetrisch: wenn a = k-m + b, dann 3l € Z : b = | - m + a. Lésung:
l = —k, denn (=k)-m+a = (k) -m+ (k- m +b) = [Korperaziom| =
(k) -m+k-m)+b=0.

transitiv:a=k-m+bundb=10-m+c, dann In € Z : a = n-m+ c. Losung:
l=k+Il,denna=(k+1)-m+c=k-m+({-m+c)=k-m+b.
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(b)
O={aeNy|a=k-m+0=Fk-mfirkeZ}={0,m,2m,3m,...} = mNy,

1] ={aeNy|a=km+lfirk e Z}={1,m+1,2m+1,3m+1, ...} = mNy+1.

(c) Es gibt genau m Aquivalenzklassen:

[O] = mNo,

[1] = TTLNO+1,
m—2] = mNg—2={m—2,2m —2,3m —2,4m — 2, ...},
m—1 = mNo—1={m—-1,2m—1,3m —1,4m —1,...}.

Die Menge der Aquivalenzklassen ist dann {[0], [1], ..., [m — 1]}.

(d) Wir erhalten
6] =[1], da6=1-5+1,

[7=[2, da7=1-5+2,
647 =[13] =[3], da13=2-5+3.

Definiert man eine Addition auf Menge der Aquivalenzklassen, so sollte das
Ergebnis unabhéngig von dem Reprasentanten der Klasse sein, mit dem man
die Addition durchgefiihrt. Das nennt man ,unabhéngig von der Wahl des Re-
prasentanten oder auch ,wohldefiniert”, und darauf deutet die obige Rechnung
hin.

Wir definieren also [m] + [n] := [m + n].

Wiéhle statt m nun m’ mit m' = k-5+m fiir ein k € Z, und statt n wahlen wir
n' mitn’ =k -5+n fiirein k' € Z. Dann gilt m' +n' =k-54+m+k' -54+n =
(k+Ek)-5+ (n+m), also gilt [m’ + n'| = [m + n], was bedeutet, dass es egal
ist, welchen Reprasentanten man betrachtet.



