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(G14.1)

Man zeige, dass die Grenzwerte

(a) lim
xց0

log(cosx)

x2
, (b) lim

x→∞

ex sin x(x− 2)5

e2x
, (c) lim

xց1

xx − x

1 − x+ log x
, (d) lim

xց0
xsinx

existieren und berechne sie.

Lösung.

(a) Es gilt lim
xց0

log(cosx) = 0 = lim
xց0

x2 und mit g(x) = x2 gilt g′(x) 6= 0 für x 6= 0. Wir

benutzen die Regeln von de l’Hospital zweimal und erhalten

lim
xց0

log(cosx)

x2
= lim

xց0

− sinx
cos x

2x
= lim

xց0

−1
cos2 x

2
= −

1

2
.

(b) Es gilt e2x = exex und nach (12.2) gilt

∣

∣

∣

∣

ex sin x (x− 2)5

e2x

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

sin x (x− 2)5

ex

∣

∣

∣

∣

≤
|(x− 2)5|

ex
x→∞
−→ 0.

Also gilt

lim
x→∞

ex sin x (x− 2)5

e2x
= 0.

(c) Wir benutzen die Regeln von de l’Hospital für die Funktionen

f, g : ]0,∞[→ R, f(x) = xx − x, g(x) = 1 − x+ log x.

Wir bemerken, dass g′(x) = −1 + 1

x
6= 0 für x 6= 1, und erhalten

lim
xց1

xx − x

1 − x+ log x
= lim

xց1

xx(log x+ 1) − 1

−1 + 1

x

.
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Es gilt

lim
xց1

xx(log x+ 1) − 1 = lim
xց1

−1 +
1

x
= 0

und

g′′(x) = −
1

x2
6= 0,

und somit können wir de l’Hospitals Regel nochmals benutzen. Wir erhalten

lim
xց1

xx − x

1 − x+ log x
= lim

xց1

xx(log x+ 1) − 1

−1 + 1
x

= lim
xց1

xx( 1

x
+ (log x+ 1)2)

− 1
x2

=
1(1 + 1)

−1
= −2.

(d) Für x > 0 gilt xsinx = esinx log x. Wir erhalten

lim
xց0

sin x log x = lim
xց0

log x

1/ sinx

l′Hosp.
= − lim

xց0

sin2 x

x cosx
l′Hosp.

= − lim
xց0

2 sinx cos x

cosx− x sin x
=

0

1
= 0.

Also gilt lim
xց0

xsinx = e0 = 1.

(G14.2)

Seien a, b ∈ R mit a < b und sei f : [a, b] → R eine Riemann-integrierbare Funktion.
Es gebe ein δ > 0, so dass f(x) ≥ δ für alle x ∈ [a, b]. Man zeige: Die Funktion 1

f
ist

Riemann-integrierbar.

Lösung.

Sei ε > 0 vorgegeben. Nach § 18, Satz 2, existieren Treppenfunktionen φ, ψ : [a, b] → R

mit
φ ≤ f ≤ ψ

und
∫ b

a

(ψ(x) − φ(x)) dx ≤ ε′ := δ2ε.

O.B.d.A. können wir annehmen, dass φ(x) ≥ δ für alle x ∈ [a, b]. Dann sind 1
φ

und 1
ψ

Treppenfunktionen auf [a, b], so dass

1

ψ
≤

1

f
≤

1

φ
≤

1

δ
.
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Wir erhalten

∫ b

a

(

1

φ(x)
−

1

ψ(x)

)

dx =

∫ b

a

1

φ(x)ψ(x)
(ψ(x) − φ(x)) dx

≤
1

δ2

∫ b

a

(ψ(x) − φ(x)) dx ≤
ε′

δ2
= ε.

Daher ist 1
f

nach § 18, Satz 2, Riemann-integrierbar.

Diese Woche gibt es keine Hausaufgaben. Stattdessen gibt es eine Probeklausur, die auf
der Homepage erhältlich ist. Sie können diese Probeklausur zu Hause bearbeiten. Die Pro-
beklausur wird dann in den Übungen am 12.02. besprochen.
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