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Analysis I
Übung 

Aufgabe 

Bestimmen Sie alle Lösungen z ∈ C folgender Gleichungen:

(a)
z

 − i +
 + i
i −  =




z −  − i

(b) z + 

z
=  für z ≠ 

(c) z − ( + i)z −  + i = 
Lösung. (a) Wegen




z −  − i = z

 − i +
 + i
i −  =

z( + i)
( − i)( + i) +

( + i)(i + )
(i − )(i + ) =

z + iz
 +  +

 + i
− −  =




(z + iz) −  − i

folgt z + iz = z. Für z = a + bi mit a, b ∈ R wird hieraus

a + ib + ia − b = a − ib .
Indem wir Real- und Imaginärteil getrennt betrachten, erhalten wir a − b = a und ib + ia = −ib. Also ist
b = a =  und z = .
(b) Wegen z ≠  können wir die Gleichung mit z multiplizieren. Wir erhalten die quadratische Glei-

chung

z − z +  =  bzw. z − z +  =  .
Die Lösungsformel liefert

z =  ±√ −  =  ±√− =  ± i .
(c) Die Lösungsformel für quadratische Gleichungen liefert:

z =  + i

±
√( + i)


+  − i = 


+ 


i ±
√

 + i −  +  − i


= 


+ 


i ±
√

 + 


i

Um die Wurzel auszurechnen, machen wir den Ansatz

(x + yi) =  + 


i .

Dies liefert

x − y + xyi =  + 


i .

Koeffizientenvergleich liefert

x − y =  und xy = 


.



Außerdem haben wir

x + y = ∣(x + yi)∣ = ∣ + 


i∣ =
√

 + 


=
√




= 


.

Durch Addition erhalten wir

x = (x + y) + (x − y) = 


+  = 


.

Also x = 


und y = 

x
= 


. Somit folgt

z = 


+ 


i ± (


+ 


i) ,

d. h. z =  + i oder z = − + i.
Aufgabe 

Für x ∈ R mit cos x ≠  setzen wir

tan x ∶= sin x

cos x
.

Seien x , y ∈ R Zahlen, so daß tan x, tan y und tan(x + y) definiert sind. Zeigen Sie, daß

tan(x + y) = tan x + tan y

 − tan x ⋅ tan y
.

Lösung. Einsetzen der Definition und Anwendung der Additionstheoreme liefert

tan(x + y) = sin(x + y)
cos(x + y) =

sin x cos y + cos x sin y

cos x cos y − sin x sin y
= cos x cos y ( sin x

cos x
+

sin y

cos y
)

cos x cos y − sin x sin y

= tan x + tan y

 −
sin x sin y

cos x cos y

= tan x + tan y

 − tan x tan y
.

Aufgabe 

Wir betrachten die Funktionen f , g ∶ [,∞)→ R mit

f (x) ∶= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sin 

x
für x ≠  ,

 für x =  ,
g(x) ∶= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x sin 

x
für x ≠  ,

 für x =  .
(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g.

(b) Berechnen Sie die Grenzwerte lim
x→

sin


x
und lim

x→
x sin



x
, sofern sie existieren.

(c) Ist f oder g stetig in ?

Lösung. (b) Der erste Grenzwert existiert nicht. Die Folge (xn)n∈N mit xn ∶= 

πn
konvergiert gegen , aber

sin


xn
= sin π


n =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

 für gerade n ,

 für n = k +  , k ∈ Z ,

− für n = k +  , k ∈ Z

konvergiert nicht .



Der zweite Grenzwert existiert. Für x ≠  ist
∣x sin 

x
∣ = ∣x∣ ⋅ ∣sin 

x
∣ ≤ ∣x∣ ⋅  = ∣x∣ .

Also ist

lim
x→

x sin


x
= lim

x→
∣x sin 

x
∣ =  .

(c)Die Funktion f ist nicht in  stetig, da die Folge (xn)n∈N aus (b) gegen  konvergiert, aber f (xn)nicht
gegen f () konvergiert.
Für g sehen wir mit (b), daß

lim
x→

g(x) = lim
x→

x sin


x
=  = g() .

Also ist g in  stetig.


