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Aufgabe 1

Bestimmen Sie alle Losungen z € C folgender Gleichungen:

52
(b) 4z+ — =24 firz+0
z
(c) - (3+5i)z-16+4i=0
Losung. (a) Wegen

1_ .z 8+ z(1+1) 8+i)(i+2) z+iz 15+10i 1 , ,
St = . : . . = = —(z+iz)—3-2i
2 1-i i-2 (1-i)(1+i) (i-2)(i+2) 1+1 -1-4 2

folgt z + iz = z. Fiir z = a + bi mit a, b € R wird hieraus
a+ib+ia-b=a-ib.
Indem wir Real- und Imaginarteil getrennt betrachten, erhalten wir a — b = a und ib + ia = —ib. Also ist
b=a=0undz=0.
(b) Wegen z # 0 konnen wir die Gleichung mit z multiplizieren. Wir erhalten die quadratische Glei-
chung
42 -24z+52=0 bzw. zZ*-6z+13=0.
Die Losungsformel liefert

z=3+V3-13=3+\V-4=3+2i.

(c) Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen liefert:

3+5i (3+5i)2 .3 5. 9+30i—-25+64-16i 3 5, 7.
z=——+ —+16-4i=—+—-i+ =—+4+ -1z 12+ —i
2 4 2 2 4 2 2 2

Um die Wurzel auszurechnen, machen wir den Ansatz

7
(x+yi)* =12+ Ei'
Dies liefert
2_ .2 : 7.
x“ =y +2xyi =12+51.
Koeffizientenvergleich liefert

7
x*-y*=12 und 2xy=5.



Auflerdem haben wir

7 49 625 25
x2+)’2:|(x+)’i)2|:‘12+5i|:\/144+Z: — =5

Durch Addition erhalten wir

25 49
2x2=(x2+y2)+(x2—y2):7+12=7.

Alsox:%undyz%z%.Somitfolgt
3 5, (7 1,)
z=—+-ix|-+=-i|,
2 2
d.-h.z=5+3ioderz=-2+2i.
Aufgabe 2

Fiir x € R mit cos x # 0 setzen wir

sin x

tanx := .
Cosx

Seien x, y € R Zahlen, so dafl tan x, tan y und tan(x + y) definiert sind. Zeigen Sie, dafl

tan(x + y) tanx + tan y
an(x =
4 l-tanx-tany

Losung. Einsetzen der Definition und Anwendung der Additionstheoreme liefert

_sin(x+y) sinxcosy+cosxsiny cosxcosy(% + iifli)
tan(x +y) = cos(x + y) - €OS X cOs ¥y — sinx sin y - €OS X €Os y — sinx sin y
_tanx+tany tanx+tany
- CSOI—ZSE‘SJJ’, “l-tanxtany’
Aufgabe 3

Wir betrachten die Funktionen f, g : [0, 00) — R mit

sinl firx+0,
f(x):={ *

0 firx=0,

.1 ..
xsin= fiurx=+0,
x):= *
8(%) {O firx=0.

(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g.

L o1 . 1 L
(b) Berechnen Sie die Grenzwerte lim sin — und lim x sin —, sofern sie existieren.
x—0 X x—0 X

(c) Ist f oder g stetigin 0?
Losung. (b) Der erste Grenzwert existiert nicht. Die Folge (x;, ) yery mit x,, := ﬁ konvergiert gegen 0, aber
0 fiir gerade n,
1 m

sin—zsinzn: 1 firn=4k+1, ke Z,
X
" -1 firn=4k+3, keZ

konvergiert nicht.



Der zweite Grenzwert existiert. Fiir x # 0 ist

! o1
wsin | = x| [sin = [ < )1 = 2]
x x
Also ist
. N .
limxsin— =lim |xsin—|=0.
x—0 X x—0 X

(c) Die Funktion f ist nichtin 0 stetig, da die Folge (x ) ey aus (b) gegen 0 konvergiert, aber f (x,) nicht
gegen f(0) konvergiert.
Fiir g sehen wir mit (b), dafl

1
lim g(x) = lin%xsin —=0=g4(0).
X— X

x—=0

Also ist g in O stetig.

Hausaufgaben

Aufgabe 4

Sei D ¢ R ein beschrinktes Intervall und f : D — R eine streng monoton steigende, stetige Funktion mit
Bild B := f(D).

(a) Zeigen Sie folgende Aussage:

(Ve>0)(36>0)(Vx,yeD)[x+e<y— f(x)+6< f(y)].

(b) Zeigen Sie, dafl die Umkehrfunktion f~': B — D stetig ist.

Losung. (a) Angenommen, die Aussage stimmt nicht. Dann gibt es ein ¢ > 0, so daf8 wir zu jedem & > 0
Elemente x, y finden konnen mit

x+e<y und f(x)+d8>f(y).

Seien x, und y, solche Elemente fiir § := % Da D beschrinkt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraf3 eine konvergente Teilfolge (x,, )keny. Wenden wir den Satz von Bolzano-Weierstraf3 auf die
Folge (¥, )ken an, so erhalten wir eine konvergente Teilfolge (¥, )ken- Da (Xm, )ken eine Teilfolge der
konvergenten Folge (X, )ken ist, konvergiert sie ebenfalls. Sei

x:= lim x,,, und y:= lim y,, .
k—>oo k—)OO

Wegen x,,, + €< Yy, gilt x + < y.
Sind x, y € D, so argumentieren wir folgendermaflen: Aus

Fme) + mik > ()

und der Stetigkeit von f folgt f(x) + 0 > f(y), was der strengen Monotonie von f widerspricht.

Falls x ¢ D oder y ¢ D ist, so erweitern wir f stetig auf das Intervall Du{x, y} und verwenden dann die
Argumentation von oben. Zunichst zeigen wir, daf§ f auf dem Intervall D N [x, y] beschrinkt ist. Wegen
der strengen Monotonie von f folgt dann, daf3

lim f() und lim £(2)

existieren, so dafl wir diese Werte fiir f(x) und f(y) verwenden kénnen.
Ist x € D, so folgt aus der Monotonie von f, dafl f(x) < f(z) fiir alle z € D n [x, y]. Also ist f von
unten durch f(x) beschrankt.



Angenommen x ¢ D. Fiir jedes z € D n (x, y] gibt es ein k € N mit x < x,,, < z. Es folgt, daf}

f(@) > fem) > f(ymy) = — >f(x+£) -1

Also ist f von unten durch f(x + €) — 1 beschrinkt. Analog folgt, daf§ f von oben beschrinkt ist.
(b) Wir wenden das e-6-Kriterium an. Sei ¢ > 0 und x € B. Wir miissen ein § > 0 finden, so daf fiir

alle y € Bmit |x — y| < 8 gilt |f}(x) - f'(»)| < e. Nach (a) gibt es ein & > 0, so daf fiir u, v € D gilt
ut+e<v=f(u)+5<f(v).

Wir behaupten, daf} dieses & die gewiinschten Eigenschaften hat. Sei y € B mit |x — y| < . Wir setzen
a:=f1(x)und b:= f(y). Dann ist

[f(a) - f(b)|=|x-yl<é.
Insbesondere gilt

fla)+8¢£f(b) und f(b)+d¢f(a).
Nach Wahl von § folgt hieraus

a+etb und b+eta.
Also ist |f_1(x) —f‘l(y)| =la-b|<e.

Aufgabe 5

Welche der folgenden Reihen konvergieren?

(© Z log(n) <1+i)n

Losung. (a) Wir spalten die Reihe in Real- und Imaginarteil auf:

8
M

L oS (ap + iby)
1 h 1

S
I
S
I

(-1)k .. B (-1)k .. _
a, = {T fir n = 2k, und by, = { Sy furn=2k+1,

0 sonst, 0 sonst.
Fiir den Realteil erhalten wir

00 B 00 (_1)k+1 ~ 00 (_1)k+1
Z“”_Z(O+ 2k+2)_Z 2k+2

n=1 k=0 k=0

(diese Umformung ist erlaubt, da es sich um eine begrenzte Umordnung der Reihe handelt (siehe Aufgabe
(G7.2) auf Ubungsblatt 7)) Nach dem Leibnitzschen Kriterium konvergiert diese Reihe.
Analog erhalten wir fiir den Imaginarteil




Dies konvergiert ebenfalls nach dem Leibnitzschen Kriterium.
Da Real- und Imaginarteil der Reihe konvergieren, konvergiert auch die gesamte Reihe.

(b) Wegen
(-t (25 o

1+14
ist die Folge der Partialsummen1,1-1i,-7,0,1,1-1i,—-i,0, ... periodisch mit Periode 4. Somit divergiert

diese Reihe.
(c) Wir betrachten wieder Real- und Imaginirteil getrennt:

I = = n bn
,;log(n) <1+i) nz::zlog(n) nz::z(a +iby)
mit
(-1)k .. _ (-1)k+ .. _
4 = W furn—2k, und bn:: m furn—2k+1,
0 sonst, 0 sonst.
Fiir Real- und Imaginérteil erhalten wir
) ) (—l)k ) 00 (_l)k
a, = ———+0] = ,
5003 (1egp *) £ esoB
oo (_1)k+1 ) ) (_1)k+1

by = 0+ ————|=) ————.
2, b kZ:( +log(2k+1) oy log(2k +1)

n=2 =1
Somit kdnnen wir wieder das Leibnitzsche Kriterium anwenden, um zu zeigen, daf8 die Reihe konvergiert



