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Analysis I
Übung 

Aufgabe 

Für n ∈ N sei fn ∶ R→ R die Funktion mit

fn(x) ∶= ∣x + ∣
n .

(a) Zeigen Sie, daß fn für jedes n stetig ist.

(b) Für welche x ist die Funktion

g(x) ∶= lim
n→∞

fn(x)

definiert? In welchen x ist sie stetig?

Lösung. (a) Die Funktionen

h(x) ∶= x +  , h′(x) ∶= ∣x∣ , und h′′n(x) ∶= x
n

sind alle stetig. Da fn = h
′′

n ○ h
′ ○ h folgt mit § Satz , daß auch fn stetig ist.

(b) g(x) ist definiert für x ∈ [−, ] und es gilt

g(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

 für −  < x <  ,

 für x = − oder x =  .

Die Funktion g ist in jedem Punkt x ∈ (−, ) stetig, da es zu solchen x eine Umgebung (x − δ, x + δ)
gibt, auf der g konstant ist.

g ist nicht im Punkt  stetig, da für die Folge xn ∶= −


n
gilt

lim
n→∞

xn =  und lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

 =  ≠ g() .

Analog folgt, daß g nicht in x = − stetig ist.

Aufgabe 

Sei f ∶ D → R eine Funktion und a ∈ D. Zeigen Sie, daß f genau dann stetig im Punkt a ist, wenn gilt

lim
x↱a

f (x) = f (a) = lim
x↳a

f (x) .

Lösung. Offensichtlich folgt aus limx→a f (x) = f (a), daß

lim
x↱a

f (x) = f (a) und lim
x↳a

f (x) = f (a) .

Nehmen wir also umgekehrt an, daß

lim
x↱a

f (x) = f (a) = lim
x↳a

f (x) .

Wir müssen zeigen, daß dann auch limx→a f (x) = f (a) gilt.



Sei (xn)n∈N eine Folge, die gegen a konvergiert. Wenn es einen Index N ∈ N gibt, mit xn ≤ a für alle

n ≥ N , so ist

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

f (xN+n) = lim
x↱a

f (x) = f (a) .

Für den Fall, daß es ein N ∈ N mit xn ≥ a für alle n ≥ N gibt, argumentieren wir analog.

Es bleibt also der Fall, das es unendlich viele n mit xn ≤ a und unendlich viele n mit xn ≥ a gibt. Sei

(xkn)n∈N die Teilfolge aller Glieder mit xkn ≤ a und sei (xmn
)n∈N die Teilfolge aller Glieder mit xmn

≥ a.

Um zu zeigen, daß f (xn) gegen f (a) konvergiert, betrachten wir ein ε > . Nach Annahme gilt

lim
n→∞

f (xkn) = f (a) = lim
n→∞

f (xmn
) .

Also gibt es N ,N ′ ∈ N, mit

∣ f (xkn) − f (a)∣ < ε für n ≥ N ,

und ∣ f (xmn
) − f (a)∣ < ε für n ≥ N ′ .

Für M ∶=max{kN ,mN′} folgt hieraus wie gewünscht

∣ f (xn) − f (a)∣ < ε für n ≥ M .

Hausaufgaben

Aufgabe 

In welchen Punkten sind die folgenden Funktionen f ∶ R→ R und g ∶ R → R stetig?

f (x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 für x ≤  ,

x für x >  .

g(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

 für x ≤  ,


n
für 

n
≤ x < 

n−
, n ∈ N , n >  ,

 für x ≥ 

Lösung. f ist in jedem Punkt stetig.

Für x <  gibt es ein δ > , so daß f ∣ (x−δ, x+δ) konstant ist. Da konstante Funktionen stetig sind, ist
f in x stetig. Analog gibt es für x >  ein δ > , so daß f ∣ (x − δ, x + δ) durch ein Polynom beschrieben

wird. Da Polynome stetig sind, ist f in einem solchen x stetig.

Für x =  prüfenwir dieDefinition. Sei (xn)n∈N eine Folge, die gegen  konvergiert.Wirmüssen zeigen,

daß ( f (xn))n∈N gegen f () =  konvergiert. Sei also ε > . Da (xn)n∈N gegen  konvergiert, gibt es ein

N ∈ N, so daß für n ≥ N ∣xn ∣ <
√
ε gilt. Hieraus folgt ∣ f (xn)∣ < ε für solche n.

Für die Funktion g bemerken wir zunächst, daß g nicht stetig ist in Punkten der Form x = 

n
mit n ∈ N,

n > . Dies folgt daraus, daß

lim
x↱



n

g(x) = 

n + 
≠



n
= lim

x↳


n

g(x) .

In allen anderen Punkten ist g stetig. Für x ≠  folgt dies daraus, daß es ein δ >  gibt, so daß g im

Intervall (x − δ, x + δ) konstant ist.
Für x =  prüfenwir dieDefinition. Sei (xn)n∈N eine Folge, die gegen  konvergiert.Wirmüssen zeigen,

daß (g(xn))n∈N gegen g() =  konvergiert. Sei also ε > . Da (xn)n∈N gegen  konvergiert, gibt es ein

N ∈ N, so daß für n ≥ N ∣xn∣ < ε gilt. Wegen  ≤ g(x) ≤ x für x ∈ [, ] folgt hieraus, daß ∣g(xn)∣ < ε für
solche n.



Aufgabe 

Seien f ∶ D → R und f ∶ D → R zwei stetige Funktionen, welche auf abgeschlossenen Intervallen

Dk = [ak , bk] definiert sind. Angenommen, es gilt

f(x) = f(x) für alle x ∈ D ∩ D .

Dann können wir eine Funktion g ∶ D ∪ D → R definieren durch

g(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(x) für x ∈ D ,

f(x) für x ∈ D .

Zeigen Sie, daß g stetig ist.

Lösung. Sei a ∈ D ∪ D und sei (xn)n∈N eine Folge in D ∪ D, die gegen a konvergiert. Wir müssen

zeigen, daß (g(xn))n∈N gegen g(a) konvergiert. Gibt es ein i ∈ {, } und ein N ∈ N, so daß xn ∈ Di für

alle n ≥ N , so ist auch a ∈ Di und wir erhalten

lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

g(xN+n) = lim
n→∞

fi(xN+n) = fi(a) = g(a) .

Angenommen, es gibt solche Indizes nicht. Sei (xkn)n∈N die Teilfolge aller Glieder mit xkn ∈ D und

sie (xmn
)n∈N die Teilfolge aller Glieder mit xmn

∈ D. Da beide Teilfolgen gegen a konvergieren und

D und D abgeschlossen sind, folgt a ∈ D und a ∈ D.

Sei ε > . Da f und f stetig sind, gibt es Indizes N ,N ∈ N, so daß

∣ f(xkn) − f(a)∣ < ε für n ≥ N ,

und ∣ f(xmn
) − f(a)∣ < ε für n ≥ N .

Da f(a) = g(a) = f(a) folgt für N ∶= max{kN
,mN

} wie gewünscht, daß

∣g(xn) − g(a)∣ < ε für n ≥ N .


