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(G8.1)

(i) Zeigen Sie, dass lim,, o {/n =1 und lim, o V/n+1=1.
(i) Sei 0 < e < 1. Die Folge (an)nen sei definiert durch:

2a, + 1
ag = «, Qpy1 = 3 fir n € N.

Zeigen Sie, dass (an)nen konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.
Losung.

(i) Firn > 1 gilt {/n > 1 und /n+1 > 1. Weiter gilt /n+1 > {/n. Also geniigt
es zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N gilt
Un+1<1l4e dh,n+1<(14¢)" Aus dem binomischen Lehrsatz folgt, dass fiir

n > 1 gilt
n 2
n_ ko (M2 = (- DS
(1+e)" = E (k)s > (2>c =(n 1)rL2.

k=0
Es reicht also, wenn
2
(n— l)n% >n+1
gilt, d.h.
g2 1
—1)=>1+—-.
(n ) 2 * n

Mit N := [£] + 1 gilt fiir n > N, dass

g2 1
n—1)—>2>1+—
(n-1)5 o

und somit

l+e>Vn+1>1.

(il) Wir zeigen, dass fiir alle n € N gilt 0 < a,, < 1, und dass (a,)neny monoton wachsend
ist. Offensichtlich gilt 0 < ay < 1. Gilt 0 < a,, < 1, dann gilt

2a, + 1 2-1+1
Apy1 = O + >0 und ap41 < i =1,
3 3
und somit 0 < a,, < 1 fiir alle n € N. Weiter gilt
(ln+17(1n:2an+1* _2an+lf3an:lfan>07

a, =
3 " 3 3
und somit ist die Folge monoton wachsend. Also existiert a := lim,, o a,.

Fiir alle € > 0 gibt es n € N so dass
(Ym > n)(|la — an| <€),

und somit
(Vm > n)(|la — ams1| < €).

Also gilt
(Ve > 0)(3n € N)(Ym > n)(|la — am1]| <€),

d.h. a = lim,,_, o, @, 1. Wir erhalten

20, +1  2(lim,_ooa,) +1 2041
B 3 T

a= lim a,;; = lim
n—oo n—oo

d.h., a=1.

(G8.2)

Sei (@, )nen eine beschriankte Folge reeller Zahlen und H die Menge ihrer Haufungspunkte.
Man zeige
limsupa, =sup H, liminfa, =inf H
n—00 n—oo

und supH € H,inf H € H.

(Das heifit, wir zeigen, dass der Limes superior und der Limes inferior das Maximum bzw.
das Minimum der Menge der Haufungspunkte sind.)

Losung.

Wir beweisen nur limsup a,, = sup H und sup H € H, daliminfa, = inf H und inf H € H
analog bewiesen werden kénnen.

Wir setzen A := limsup,,_,,, a, und

A, =sup{ar: k>n}, neN



Da (ap)nen beschrinkt ist, gilt A € R und A,, € R fiir alle n € N. Nach Definition gilt

ylim A, = A.
Wir beweisen nun
AeH (1)
und
a<A firallea€H. (2)

Aus (1) und (2) folgt dann A = sup H und sup H € H.

Beweis von (1): H ist die Menge aller Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen der Folge
(@n)nen, und somit geniigt es zu zeigen, dass

(Ve > 0)(Vn € N)(3N > n)(lay — 4] <¢).
Sei € > 0, und sei n € N. Da lim,,_,o, A,, = A gibt es m > n, so dass
€
Am - A a0
A= Al < 5
und da A,, :=sup{ay : k > m} gibt es N > m, so dass
€
|LLN — Am| < 5
Also folgt N > n und

€

225.

€
lay — Al < |lay — Ap| + [Am — A| < 3T
Damit ist (1) bewiesen.

Beweis von (2): Sei @ € H. Dann existiert eine Teilfolge (an, )ren von (an)nen so dass
limy,_.o @, = a. Wir erhalten

a = lim a,, < lim A,, = lim A, = A4,
k—o00 k—o00 n—00

und damit ist (2) bewiesen. Es folgt A = sup H und sup H € H.

Hausaufgaben

(H8.3)

Die Folge (@ )nen sei definiert durch

Man beweise, dass die Folge (a,)nen konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.
Losung.

Wir bemerken zuerst, dass fiir alle n € N gilt a,, > 0. Zunéchst zeigen wir, dass fiir alle
n € N gilt
Apy1 < Qy. (3)

Fiir n = 0 gilt (3), da

(2)2+6 49 5
= = — < — =ap.
“ 5 20 ~2
Sei an41 < a,. Dann gilt
al,, +6  al+6
Api2 = s < Zn

5 5 = Qp+1,

und somit gilt (3) fiir alle n € N. Also ist (an)neny beschrinkt und monoton fallend, und
somit konvergent. Sei lim,, .o, a, = a. Wir erhalten
az+6  a®+6

-

lim a, = lim a,; = lim
n—oo n—oo n—oo

und somit

a’+6
a:
5 K
d.h.,
1 6
g(l2 —a+ g =0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen a = 2 und ¢ = 3. Da aber a,, < 5/2 fiir
alle n € N ist @ = 3 unméglich, und es folgt lim,, ., a,, = 2.

| ]
(H8.4)

Es seien (ay)nen und (by,)nen beschriankte Folgen in R.

(i) Zeigen Sie

liminf a, + liminf b, < liminf (a, + b,) < limsup (a, + b,)

n—00 n—0o00 n—0o00 n—oo

N

limsup a,, + limsup b,.

n—o0 n—oo

(i) Geben Sie zwei Folgen (a,)nen und (by)nen an, fiir die in (i) iiberall “<” gilt.

Lo6sung.



(i) Wir setzen (i) Wir wihlen

a := liminf, a, A := limsup, . an, P 0, falls n € N gerade,
b := liminf, ,b,, B := limsup,_, . bn. " 1, falls n € N ungerade,
Man beachte, dass alle diese GroBen auf Grund der Beschriinktheit der Folgen (a,)nen und
und (b, )nen existieren. Es sei nun ein m > 1 vorgegeben. Aus § 9 Satz 4 (und der b 2, falls n € N gerade,
darauf folgenden Bemerkung) folgt: " 0, falls n € N ungerade.
Es gibt ein N,,, € N, so dass a — 1/m < a, < A+ 1/m fiir alle n > N, gilt. Dann gilt
Analog erhilt man, dass fiilr ein geeignetesllvm eN liminfa, + liminfb, — 0
b—agbn§B+E fir alle n > N,, < 1=liminf(a, +b,)
. n—oo
gilt. < 2 =limsup(a, + b,)
. N T . . n—oo
Fiir alle n > max(N,,, Ny,) gilt damit < 3= limsupa, + limsupb,.

n—o00 n—oo

2 2
a+b——<a,+b, <A+ B+ —.
m m

Nun beobachten wir, dass mit den beiden Folgen (a,)nen und (by)nen auch die Sum-
menfolge (a,,+ by, )nen beschrinkt ist, womit lim inf,, . (a,+b,) und limsup,, , . (a,+
b,) existieren.
Waihlen wir nun eine Teilfolge (an, + bn,)ren von (an, + bp)nen aus, die gegen
liminf,,_,(a, +b,) konvergiert (das geht nach (G8.2)), so gilt wegen der Vertréglich-
keit von Konvergenz und Ordnung

2

a+b——< klim (@n, + bn,,) = liminf(a,, + by,)

m —00 n—o00
fiir alle m € N. Nun lassen wir in obiger Ungleichung noch m nach unendlich streben.
Dann erhalten wir, wieder mit Hilfe der Vertéglichkeit von Konvergenz und Ordnung

a+ b < liminf(a, + b,).

Wié&hlt man hingegen eine Teilfolge von (a, +b,)nen aus, die gegen den Limes superior
dieser Folge konvergiert, so erhdlt man mit der gleichen Argumentation
lim sup(a, + b,) < A+ B.
n—oo
Abschliefiend brauchen wir nur noch, dass natiirlich der Limes superior als grofiter
Héaufungspunkt der Folge grofier oder gleich dem Limes inferior als kleinstem
Haufungspunkt ist. Das ergibt

liminf a, + liminfb, = a+b
n—oo n—oo

< liminf(a, + b,)
n—oQ

< limsup(a, + by)
n—oo

< A+B

= limsupa, + limsupb,,
n—oo n—oo

wie gefordert.



