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Analysis I
Ubung 6

Aufgabe 1

Bestimmen Sie, fiir welche x € R die folgenden Reihen konvergieren.
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Losung. Sei}.,;2; a, die entsprechende Reihe.
(a) Wir wenden das Quotienten-Kriterium an:
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Also konvergiert die Reihe absolut fiir alle x € R.
(b) Fiir |x| > 1ist
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Also sind die Partialsummen nicht beschrankt und die Reihe konvergiert nicht. Fiir |x| < 1 zeigen wir,

daf3 die Reihe konvergiert. Sei ¢ := 12_|_|;\‘ > 0. Wegen

An+l

Qan

> =k.

L () (n-1)

n—oo nz

gibt es ein N € N mit
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fiir n > N. Hieraus folgt
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fir n > N. Nach dem Quotienten-Kriterium konvergiert also die Reihe.

Aufgabe 2

Sei (an ) nen eine Folge positiver reeller Zahlen, so dafl die Reihe 372 ) a,, konvergiert. Konvergieren dann
auch die Reihen
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Losung. Da Y32 a, konvergiert, ist (a,),en eine Null-Folge. Somit gibt es ein N € N mit a,, < 1 fir
n > N.Somit gilt 0 < a2 < a, fiir solche n. Nach dem Majoranten-Kriterium folgt, daf die Reihe .0° , a2
absolut konvergiert. Also konvergiert 37> a2 ebenfalls.

Da (ay,)nen eine Null-Folge ist, geht (1/a, ) ,en gegen unendlich. Insbesondere ist es keine Null-Folge

und Y07, é divergiert.



Hausaufgaben
Aufgabe 3
Welche der folgenden Reihen konvergieren, welche konvergieren absolut?
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Losung. (a) Fir a, = n%’;::ll) gilt
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Also ist (a,);2, monoton fallend. Wegen
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konvergiert (a,)s; gegen 0. Nach dem Leibnizschen Konvergenz-Kriterium konvergiert also auch die
Reihe Y92, (-1)""'a,,. Sie konvergiert nicht absolut, da
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und 72, - +1 dlverglert
(b) Fir a,, := (\/_)n gilt
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Wegen limy,_, o by, = % <1gibtesein N € N mit
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fir n > N. Also ist
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und die Reihe konvergiert nach dem Quotienten-Kriterium.

Aufgabe 4

Sei (ay,) nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Wir setzen
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Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Wenn es eine Zahl N € N und ein 8 > 1 gibt mit d,, > f3 fiir alle n > N, dann konvergiert Y2 a,.

Hinweis. Zeigen Sie zuerst, daf3

(B-1a, <(n-1)a, - nayy, firn>N.



(b) Die Voraussetzung fiir das Quotienten-Kriterium impliziert die Voraussetzung fiir das Kriterium
aus (a). Das heif3t, wenn man mit dem Quotienten-Kriterium zeigen kann, dafi eine Reihe }",7 a,
konvergiert, dann kann man dies auch mit dem Kriterium aus (a) zeigen.

Losung. (a) Fir n > N gilt

(B-Dan<(dp-1)a, = (n (1— a”“) —1) ay,=(n-1)a, - nay,.
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Hieraus folgt fiir m > N, daf
(B-1) > an< Y ((n-1)ay—nazn) = (N-1)ay - may < (N -1)ay.
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Also ist 3,2 a, beschrankt und somit konvergent.
(b) Angenommen, es gibt ein Ny € Nund ein g e Rmit0 < g <1und
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fur alle n > Ny. Fiir solche # ist dann
dp2n(l-gq).

Also gibt es eine Zahl N > Ny mit d,, > 2 fiir n > N. Somit konnen wir in (a) f3 := 2 setzen.



