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Aufgabe 1

Zeigen Sie, daf eine Folge (a,),en genau dann konvergiert, wenn sie beschrinkt ist und genau einen
Haufungspunkt besitzt.

Losung. (=) Angenommen, (a, )N konvergiert gegen a. Dann gibt es ein N € N mit |a,, — a| < 1 fir
alle n > N. Sei b das Minimum von dy, ..., ay und a — 1, und sei ¢ das Maximum von dag, ..., dy und
a + 1. Dann gilt

b<a,<c fiuralleneN.

Also ist (ay)en beschrankt.

Wir zeigen, daf$ a der einzige Hiufungspunkt von (a, ) ey ist. Offensichtlich ist a ein Haufungspunkt,
da (a,)uen eine Teilfolge von sich selber ist und gegen a konvergiert. Sei umgekehrt (a,, )ken eine be-
liebige Teilfolge. Dann konvergiert auch (a,, )xen gegen a. Also kann es keinen anderen Haufungspunkt
geben.

(<=) Sei (ay,) ney beschriankt und sei a der einzige Haufungspunkt. Wir zeigen, dafl (a,) ey gegen a
konvergiert. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es ein ¢ > 0, so daf} fiir beliebig grofie In-
dizes n gilt |a, — a| > e. Sei (ay, )key die Teilfolge aller Elemente mit |a,, — a| > e. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstraf3 hat diese Teilfolge einen Haufungspunkt. Nach Annahme ist dieser Hiaufungspunkt
gleich a. Dies kann aber nicht sein, da fiir alle k |a,, — a| > ¢ gilt. Ein Widerspruch.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, daf jede Folge (a,)nen eine Teilfolge besitzt, die monoton wachsend oder monoton fallend
ist.

Losung. Angenommen (da, ) en besitzt keine monoton fallende Teilfolge. Wir miissen zeigen, daf} es eine
monoton wachsende Teilfolge gibt.

Zunidchst beweisen wir, daf$ es zu jedem Index k € N ein Index N > k gibt, so dafi fir alle n > N
a, > ay gilt. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es ein k € N, so daf} es zu jedem N > k
einen Index n > N gibt mit a,, < an. Wir definieren eine Teilfolge (a,, )iy wie folgt. Wir beginnen mit
no = k + 1. Sind ny, ..., n; schon definiert, so wihlen wir n;,; > n; so, daf§ a,,,, < a,, gilt. Dann ist
(@n,)ieny monoton fallend. Ein Widerspruch.

Damit ist obige Behauptung bewiesen. Wir benutzen sie um die gewiinschte monoton wachsende Teil-
folge (ay,)ien zu konstruieren. Zunichst benutzen wir die Behauptung, um ein N > 0 zu finden, so dafl
an > ay fir alle n > N gilt. Wir nehmen dieses N als 7. Sind ny, ..., n; schon definiert, so gibt es nach
der Behauptung einen Index N > n; + 1 mit a,, > ay fiir n > N. Wir setzen n;,; := N. Nach Konstruktion
gilt a,, , > a,,. Also ist die Teilfolge streng monoton wachsend.

Hausaufgaben

Aufgabe 3

Sei (a,) nen eine Folge. Zeigen Sie, dal a € R genau dann ein Haufungspunkt von (a, ) sy ist, wenn gilt
Ve>0Vnam>nlla, —a|<e].

Losung. (=) Angenommen, a ist ein Haufungspunkt. Dann gibt es eine Teilfolge (a,, )y, die gegen a
konvergiert. Um obige Bedingung zu zeigen, betrachten wir ¢ > 0 und n € N. Es gibt eine Zahl N, mit



|an, — al < ¢, fur alle k > N. Wahlen wir k > N grof3 genug, so dafd gilt n; > n, so konnen wir m := ny,
setzen.

(«<=) Angenommen, obige Bedingung ist erfiillt. Wir konstruieren eine Teilfolge (a,, )ken, welche ge-
gen a konvergiert. Wir starten mit #g := 0. Wenn wir ny, . .., ng bereits definiert haben, so wihlen wir
141 wie folgt. Nach Annahme gibt es ein m > ny mit |a,, — a| <1/(k +1). Wir setzen ny,; := m.

Wir miissen noch zeigen, dafd die so konstruierte Teilfolge (a,, ) ke gegen a konvergiert. Sei dazu & > 0.
Wir wihlen k € N, so da8 ¢ >1/(k +1). Dann ist |a,, — a| <1/(k +1) <, furalle i > k.

Aufgabe 4
Zeigen Sie die Ungleichung

1
\/abSE(a+b), fira,b>0,

wobei Gleichheit nur fiir a = b gilt. (Hinweis. Betrachten Sie x := ”; h')

Losung. Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Aussage trivial. Wir konnen also a, b > 0 annehmen.
Fiir jedes x > 0 gilt

0<(x-1)2=x*-2x+1,

wobei Gleichheit nur fiir x = 1 gilt. Hieraus folgt x> + 1> 2x, also

1
X+—-—2>2,
X

—a_

NG folgt somit

mit Gleichheit nur fiir x = 1. Fiir x :=

a Vab a b
2< + = + .
Vab a Vab ab

Hieraus erhalten wir wie gewiinscht

@S%(d‘i‘b).

Die Gleichheit gilt nur fir x = = =1,d.h. fira = b.
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