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(G3.1)

Man zeige: Zu jeder reellen Zahl b > 1 existiert eine natiirliche Zahl ng, so dass b" > n fiir
alle n € N mit n > ng gilt.

Losung.

Die Losung dieser Aufgabe ist eine einfache Folgerung aus der Abschétzung in Aufgabe 4
in Ubung 2. Setze x := b — 1 > 0. Dann gilt fir n > 2

2

= (1+2)" > Lo

| S,

Nach dem Archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche Zahl ng > 2, so dass
nz? >4 fiir alle n > ny.

Daraus folgt
2

nx
v>n- o >n fir alle n > nyg.

(G3.2)

(a) Bestimmen Sie alle z € R mit
|z —a|+ ]z -0 <b—a,
wobei a < b.
(b) Beweisen Sie: Fiir alle z,y € R mit x,y > 0 gilt
Y
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Losung.

(a)
1. Fall z < a.

Dann gilt
[z —a|l+ |z —b=(a—2x)+ (b—1x),

also
|t —al+]z—b<b—a &
—2r < —2a &
T > a,
was ¢ < a widerspricht. Also erfiillt kein € R mit < a die Ungleichung.
2. Fall a <z <b.

Dann gilt
|t —a|+]z—b=(x—a)+(b—2)=b—a.

Also erfiillen alle x € R mit @ < x < b die Ungleichung.

3. Fall > b.

Dann gilt
|z —a|+]z—b=x—a+x-0,

also

|t —al+]z -0 <b—-a &
20 <2b &
z <b,

was x > b widerspricht. Also erfiillt kein # € R mit > b die Ungleichung.

Damit gilt |z —a| + ]z —b <b—a gdw. a <z <b.

(b) Es gilt
(z—y)*=0
= 22 —2zy+y>>0
= 2 +y’ > 22y
w0 Y
Ty
= 4959
y
Hausaufgaben
(G3.3)
2



(a) Beweisen Sie: Fiir z,y € R gilt [ ]

121 = lyl| < Jo = o1 (G3.4)
(b) Beweisen Sie: Fiir x,y,v,u € R gilt (a) Zeigen Sie, dass folgende Ungleichung fiir alle n € N gilt:
— oyl = |lu— — — \"
[l =yl = Ju=ol| < |z~ ul + v =yl (1+-) -
n

Losung.
(b) Wir sagen, eine Untermenge U C R ist dicht in R wenn
(a) Das ist die umgekehrte Dreiecksungleichung. Es seien x,y € R. Mit der Dreiecksun-

R 3 —€ .
glcichung fo]gt Ve e RVe >03te U (I <t<z+ E)

2] = e —y +yl < |z —y[ + [y, Zeigen Sie, dass Q dicht in R ist.

also gilt |z| — |y| < |z — y|. Analog folgt durch vertauschen von x und y
L6 .

lyl = [l < |y — = =z —y]. ostng

Also gilt insgesamt (a) Dies folgt unmittelbar aus der Bernoullischen Ungleichung.
lﬂ*WWSW*M
‘ (b) Sei z € R und ¢ > 0. Es existiert n € N so dass ne > 1, d.h., so dass 1/n < . Sei

(b) Das ist die Vierecksungleichung. Wir erhalten m = |nz]. Dann gilt m € Z und
[z —yl = [(x —u)+ (u—1y)| m<nzr<m+ L
<z —ul+fu -yl

Wir setzen ¢ := m/n € Q. Dann gilt
— Jo—ul+|(u—v) + (v - ) ¢=m/n€Q Damn g

|z —ul 4+ |u—o] + v =y,

IN

1
¢<r<q+-—,
also gilt, wenn |z — y| > |u — v| | | "
alsogilt r —e <g<x+e.

|z =yl = |u—v] |z =y —u—2v|

< Je—ul+lu—vl+v—y|—|u—1]
= |z —u|l+v—yl|
Analog erhalten wir
=l = lu—2)+(@—v)
< Ju—al+z—v
= |z —ul+[(z—y)+(y—v)
< el fo -]+ oyl
also gilt, falls |u —v| > |z — y|
|t =yl =u—=vl] = Ju=v]=]r—y|

< lz—ul+lz—yl+ v =yl =z -yl
= |z —u|l+v—y|



