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(G3.1)

Man zeige: Zu jeder reellen Zahl b > 1 existiert eine natürliche Zahl n0, so dass bn > n für
alle n ∈ N mit n ≥ n0 gilt.

Lösung.

Die Lösung dieser Aufgabe ist eine einfache Folgerung aus der Abschätzung in Aufgabe 4
in Übung 2. Setze x := b − 1 > 0. Dann gilt für n ≥ 2

bn = (1 + x)n ≥
n2

4
x2.

Nach dem Archimedischen Axiom gibt es eine natürliche Zahl n0 ≥ 2, so dass

nx2 > 4 für alle n ≥ n0.

Daraus folgt

bn ≥ n ·
nx2

4
> n für alle n ≥ n0.

(G3.2)

(a) Bestimmen Sie alle x ∈ R mit

|x − a| + |x − b| ≤ b − a,

wobei a ≤ b.

(b) Beweisen Sie: Für alle x, y ∈ R mit x, y > 0 gilt

x

y
+

y

x
≥ 2.

Lösung.
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(a)

1. Fall x < a.

Dann gilt
|x − a| + |x − b| = (a − x) + (b − x),

also

|x − a| + |x − b| ≤ b − a ⇔

−2x ≤ −2a ⇔

x ≥ a,

was x < a widerspricht. Also erfüllt kein x ∈ R mit x < a die Ungleichung.

2. Fall a ≤ x ≤ b.

Dann gilt
|x − a| + |x − b| = (x − a) + (b − x) = b − a.

Also erfüllen alle x ∈ R mit a ≤ x ≤ b die Ungleichung.

3. Fall x > b.

Dann gilt
|x − a| + |x − b| = x − a + x − b,

also

|x − a| + |x − b| ≤ b − a ⇔

2x ≤ 2b ⇔

x ≤ b,

was x > b widerspricht. Also erfüllt kein x ∈ R mit x > b die Ungleichung.

Damit gilt |x − a| + |x − b| ≤ b − a g.d.w. a ≤ x ≤ b.

(b) Es gilt

(x − y)2 ≥ 0

=⇒ x2 − 2xy + y2 ≥ 0

=⇒ x2 + y2 ≥ 2xy

x,y>0

=⇒
x2 + y2

xy
≥ 2

=⇒
x

y
+

y

x
≥ 2.

Hausaufgaben

(G3.3)
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(a) Beweisen Sie: Für x, y ∈ R gilt
∣

∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
≤ |x − y|.

(b) Beweisen Sie: Für x, y, v, u ∈ R gilt
∣

∣

∣
|x − y| − |u − v|

∣

∣

∣
≤ |x − u| + |v − y|.

Lösung.

(a) Das ist die umgekehrte Dreiecksungleichung. Es seien x, y ∈ R. Mit der Dreiecksun-
gleichung folgt

|x| = |x − y + y| ≤ |x − y|+ |y|,

also gilt |x| − |y| ≤ |x − y|. Analog folgt durch vertauschen von x und y

|y| − |x| ≤ |y − x| = |x − y|.

Also gilt insgesamt
∣

∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
≤ |x − y|.

(b) Das ist die Vierecksungleichung. Wir erhalten

|x − y| = |(x − u) + (u − y)|

≤ |x − u| + |u − y|

= |x − u| + |(u − v) + (v − y)|

≤ |x − u| + |u − v| + |v − y|,

also gilt, wenn |x − y| ≥ |u − v|
∣

∣

∣
|x − y| − |u − v|

∣

∣

∣
= |x − y| − |u − v|

≤ |x − u| + |u − v| + |v − y| − |u − v|

= |x − u| + |v − y|.

Analog erhalten wir

|u − v| = |(u − x) + (x − v)|

≤ |u − x| + |x − v|

= |x − u| + |(x − y) + (y − v)|

≤ |x − u| + |x − y| + |v − y|,

also gilt, falls |u − v| ≥ |x − y|
∣

∣

∣
|x − y| − |u − v|

∣

∣

∣
= |u − v| − |x − y|

≤ |x − u| + |x − y| + |v − y| − |x − y|

= |x − u| + |v − y|.
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(G3.4)

(a) Zeigen Sie, dass folgende Ungleichung für alle n ∈ N gilt:

(

1 +
1

n

)n

≥ 2.

(b) Wir sagen, eine Untermenge U ⊆ R ist dicht in R wenn

∀x ∈ R ∀ε > 0 ∃t ∈ U (x − ε < t < x + ε).

Zeigen Sie, dass Q dicht in R ist.

Lösung.

(a) Dies folgt unmittelbar aus der Bernoullischen Ungleichung.

(b) Sei x ∈ R und ε > 0. Es existiert n ∈ N so dass nε > 1, d.h., so dass 1/n < ε. Sei
m := ⌊nx⌋. Dann gilt m ∈ Z und

m ≤ nx < m + 1.

Wir setzen q := m/n ∈ Q. Dann gilt

q ≤ x < q +
1

n
,

also gilt x − ε < q < x + ε.
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