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Aufgabe 1
Berechnen Sie das Integral
a dx
1 x

fiir a > 1 mit Hilfe Riemannscher Summen.

Hinweis. Wahlen Sie die Unterteilung 1 = xp < x; < -+ < X, = a mit xj := ak" fir 0 < k < n. Als
Stiitzstellen kénnen Sie & := x;_; verwenden.
Losung. Fiir f(x) := x7! erhalten wir mit der Unterteilung und den Stiitzstellen aus dem Hinweis die
Summe

Sni= 2 f(&) (ki = xia) = . alTEDI (@ = gDy = 37l —1) = n(all" - 1)
k=1 k=1 k=1

Die Feinheit der Unterteilung 1 < a/" < a?/" <. < a"D/" < g jst

. kin _ _(k-1)/nY _ kingy _ ~1/ny _ _ _-1/n
Nn* lrsr}cegl(a a ) max a (I-—a™/")y=a(1-a").

Wegen lim,,_, 77, = 0 folgt

a dx al/" -1 a"—a®  da*
u— 1 Sn = 1 = 1 _— = O :1 .
S = dim s Jim S = fm S = ) =

Aufgabe 2

Zeigen Sie, daf3 es genau ein Paar differenzierbarer Funktionen ¢, s : R — R mit folgenden Eigenschaften
gibt:

(i) ¢(0) =1unds(0)=0.
(ii) ¢/ =-sunds’ =c.

Hinweis. Nehmen Sie an, es gdbe ein weiteres Paar f, ¢ von Funktionen mit (i) und (ii), und betrachten
Sie die Funktion

9(x) = (f(x) = c(x))* + (g(x) = s(x))*.

Losung. Da sin und cos differenzierbar sind und Bedingungen (i) und (ii) erfiillen, gibt es ein Paar ¢, s
wie oben. Um zu zeigen, dafl diese beiden Funktionen die einzigen sind, betrachten wir zwei Paare ¢y, 5;
und ¢, s, mit (i) und (ii). Wir miissen zeigen, dafi ¢; = ¢; und s; = 5. Sei

9(x) = (ca(x) = a1(x))? + (s2(x) = s1(x))%.
Dann ist

¢'(x) = 2(ca(x) - () (ch(x) -~ cf(x)) + 2(s2(x) — s1(x)) (s3(x) - 54 ()
= 2(ea(x) - a(x)) (=s2(x) + 51(x)) + 2(52(x) = 51(x)) (2(x) - 1)) = 0.

Also ist ¢ konstant. Wegen ¢(0) = 0 folgt ¢(x) = 0 fiir alle x. Somit gilt wie gewiinscht ¢; = c; und s; = s,.



Aufgabe 3

Wir wissen bereits, daf§ eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R eine nicht-stetige Ableitung besit-
zen kann. Trotzdem kann eine Ableitung nicht beliebig ,,wild“ werden. In dieser Aufgabe zeigen wir, dafl
jede Ableitung den Zwischenwertsatz erfiillt, auch wenn sie nicht stetig ist.

Seia<binRund f: [a,b] — R differenzierbar. Zu jedem A € R mit f'(a) < A < f'(b) gibt es einen
Punkt x €]a, b[ mit f'(x) = A.
Losung. Die Funktion g(t) := f(t) — At ist stetig und nimmt somit ihr Minimum in einem Punkt x des
kompakten Intervalls [a, b] an. x ist verschieden von a und b, da wegen g'(a) = f'(a) — A < 0 und
g'(b) = f/(b) — A > 0 Punkte #, t, €]a, b existieren mit g(#;) < g(a) und g(t;) < g(b). Also ist x ein
lokales Extremum und g’(x) = 0. Hieraus folgt f'(x) = A.



