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Aufgabe 

Sei I ∶=]a, b[ ein offenes Intervall und f , g ∶ I → R differenzierbare Funktionen mit

• lim
x↱b

f (x) =  = lim
x↱b

g(x) ,
• g′(x) ≠  für alle x ∈ I und
• lim

x↱b

f ′(x)
g′(x) = ∞ .

Zeigen Sie, daß

lim
x↱b

f (x)
g(x) = ∞ .

Lösung. Wie im Beweis von § Satz  können wir annehmen, daß g streng monoton wächst. Wegen

limx↱b
f ′(x)
g′(x) = ∞ gibt es ein x ∈ I mit f ′(x) >  für alle x > x. Durch Einschränkung von I können

wir also annehmen, daß f ′ positiv ist. Also können wir auch annehmen, daß f streng monoton wächst.

Wegen limx↱b f (x) =  = limx↱b g(x) folgt dann, daß f (x) und g(x) beide negativ sind. Insbesondere
ist

f (x)
g(x) > . Wegen

lim
x↱b

g′(x)
f ′(x) = 

können wir § Satz  anwenden und erhalten

lim
x↱b

g(x)
f (x) =  .

Hieraus folgt

lim
x↱b

f (x)
g(x) = ±∞ .

Wegen
f (x)
g(x) >  folgt, daß der Grenzwert∞ ist.

Aufgabe 

Wir betrachten die Funktion f ∶ [, ]→ R mit

f (x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 für 

n+ < x ≤


n
mit ungeradem n ,

 sonst .

Zeigen Sie, daß f Rieman-integrierbar ist und berechnen Sie ∫ 


f (x)dx.



Lösung. Für k ∈ N setzen wir

φk(x) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 für 

n+ < x ≤


n
mit ungeradem n und n < k ,

 sonst ,

ψk(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

 für 

n+ < x ≤


n
mit ungeradem n und n < k ,

 für x ≤ 

k+ ,

 sonst .

Dann ist φk ≤ f ≤ ψk und

∫




φk(x)dx =
k−

∑
n=

( 

n + 
−



n + 
) = k−

∑
n=

(−)n 
n
,

∫




ψk(x)dx =
k−

∑
n=

( 

n + 
−



n + 
) + 

k + 
=

k−

∑
n=

(−)n 
n
+



k + 
.

Nach dem Leibnitzschen Kriterium konvergiert die Reihe

∞

∑
n=

(−)n 
n
.

Es folgt, daß

lim
k→∞
∫





φk(x)dx =
∞

∑
n=

(−)n 
n
= lim

k→∞
∫





ψk(x)dx .

Wegen

lim
k→∞
∫





φk(x)dx ≤ ∫




f (x)dx ≤ lim
k→∞
∫





ψk(x)dx
folgt

lim
k→∞
∫





f (x)dx = ∞∑
n=

(−)n 
n
.


