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(T11.1)

Man bestimme alle stetigen Funktionen, die folgenden Funktionalgleichungen geniigen:

(i) f:R=R, flz+y) = flz)+ fy)
(i) g:RL =R, g(zy) = g(x) + g(y)-
(iii) h:RY — R, h(zy) = h(z)h(y).

Losung.

(i) Wir werden zeigen, dass die stetigen Losungen f : R — R der Funktionalgleichung

flx+y) = f(z)+ fly) 1)

die Funktionen f mit f(z) = az fiir ein a € R sind.

Sei zunéchst @ € R, und sei f : R — R, f(z) = az. Dann ist f stetig, und fiir alle
z,y € R gilt

fla+y)=ale+y) = az+ay = f(2) + (y):
Also ist (1) erfiillt.

Sei umgekehrt f : R — R eine stetige Funktion, die die Funktionalgleichung (1)
erfiillt. Sei a := f(1). Fiir n € N* folgt aus (1), dass

f(nz) =nf(z)
fiir alle z € R, insbesondere f(n) = nf(1) = na. Weiter gilt
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),

also f(0) =0, und
f0) = f(z —2) = f(z) + f(-2),

1

(iii)

also f(—z) = —f(x). Daher gilt f(nz) = nf(z) fir alle n € Z und = € R. Sei

a:ﬂmzf(mé):w(é)

also f(1/q) = a-1/q, und somit

(0)-1lo ) )i

Also gilt f(z) = ax fiir alle x € Q. Sei jetzt z € R. Es gibt eine Folge (x,)nen von
rationaler Zahlen, die gegen z konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f gilt

f(z) = lim f(z,)= lim az, = az.

Also gilt f(z) = ax fiir alle z € R.

Wir werden zeigen, dass die stetigen Losungen g : R}, — R der Funktionalgleichung

g(zy) = g(z) + g(y) (2)

die Funktionen g mit g(z) = alogz fiir ein a € R sind.

Sei zundchst a € R, und sei g : R}, — R, g(z) = alogz. Dann ist g stetig, und fiir
alle z,y € R gilt

g(zy) = alog(zy) = a(logz + logy) = alogx + alogy = g(z) + g(y).
Also ist (2) erfiillt.

Sei umgekehrt g : R% — R eine stetige Funktion, die die Funktionalgleichung (2)
erfiillt. Sei f := goexp. Dann ist f : R — R stetig, und es gilt

flz+y) = g

Il
Q

Nach (i) gibt es ein a € R, so dass f(y) = ay fiir alle y € R. Fiir 2 > 0 gilt also
g(x) = f(logz) = alog z.
Wir werden zeigen, dass die stetigen Losungen h : RY — R der Funktionalgleichung

h(xy) = h(z)h(y) 3)

der Nullfunktion und die Funktionen h mit h(z) = 2 fir ein a € R sind.



Sei zunéchst @ € R, und sei h : R} — R, h(z) = 2% Dann ist h stetig, und fiir alle
z,y € R gilt
h(zy) = (zy)" = 2" - y* = h(z)h(y).

Also ist (3) erfiillt. Die Funktion h : R} — R, h(z) = 0, ist stetig und erfiillt
trivialerweise die Funktionalgleichung.

Sei umgekehrt h : R; — R eine stetige Funktion, die die Funktionalgleichung erfiillt.
Fiir alle z > 0 gilt

h(z) = h(vzVx) = h(vz)* > 0.
Falls ein zg > 0 existiert mit h(zo) = 0 folgt

h(z)=h (i> h(zg) =0 fiir alle 2 > 0.

Zo

Falls h nicht die Nullfunktion ist, gilt also h(z) > 0 fir alle > 0. Sei in diesem Fall
g :=logoh. Dann ist g : RY — R stetig, und es gilt

g(zy) = log(h(zy)) = log(h(z)h(y)) = log(h(x)) + log(h(y)) = g(x) + g(y)

fiir alle ,y > 0. Nach (ii) gibt es ein a € R so dass g(z) = alogz gilt fiir alle z > 0,
also

h(z) = exp(g(x)) = exp(alogz) = z°.

(T11.2)

Es sei f: R — R eine monoton wachsende Funktion. Auflerdem seien a,b € R mit a < b
gegeben und es gelte f(a) > a und f(b) <b.

Zeigen Sie: f besitzt mindestens einen Fixpunkt, d.h. es existiert ein z € R mit f(z) = z.
Losung.

Es sei
M:={yeR:a<y<by<f(y}

Es gilt dann M # 0, da a € M. Aulerdem ist M beschrinkt, da a <y < b fiir alle y € M.
Wir setzen z := sup M.

Wir beweisen nun f(z) = 2.

Zuerst bemerken wir, dass z € [a,b]. Denn aus b < z wiirde folgen
-b
b<b+ ZT < z,

und somit wire b+ (z — b)/2 eine obere Schranke fiir M und echt kleiner als z.

1. Annahme z > f(z).

Setze € := z — f(z). Da z das Supremum von M ist, existiert ein x € M, so dass = > z —¢,
d.h.

x>z—(z— f(2) = f(2).

Denn sonst wiire z — € eine obere Schranke fiir M und echt kleiner als z. Auflerdem gilt
wegen x € M, dass z < z. Also folgt mit der Monotonie von f die Ungleichung f(z) < f(2).
Also gilt

x> f(z) = f(=),

was einen Widerspruch zu x € M liefert.

2. Annahme z < f(2).

Dann existiert ein € R mit z < z < f(z). Es folgt
x < f(2) < f(a),

da f monoton wachsend ist. Weiter gilt a < z < z, und von z < b folgt f(z) < f(b) <b,
also gilt « € [a, ).

Also gilt z € M und z < x, was wiederum einen Widerspruch liefert.

Damit sind beide Annahmen falsch, und es folgt somit f(z) = z.



