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Aufgabe 1

(a) Sei I = [a, b] < R ein kompaktes Intervall und f : I — I eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, daf3 es
einen Punkt x € I gibt mit f(x) = x.
(b) Sei f : R — R eine stetige Abbildung mit Periode 27, d. h. eine Abbildung so daf3

f(x+2m) = f(x) fiurallexeR.

Zeigen Sie, dafl es einen Punkt x € R gibt mit

flx+m) = f(x).

(Intuitiv konnen wir f als eine Abbildung vom Einheitskreis S nach R betrachten. Dann entspricht x + 7
dem Punkt, der x diametral gegeniiber liegt. Wir suchen also zwei diametral gegeniiberliegende Punkte,
die denselben Funktionswert haben.)

Losung. (a) Ist f(a) = a oder f(b) = b, so ist nichts zu tun. Wir kénnen also annehmen, daf§ f(a) > a
und f(b) < b ist. Wir setzen g(x) := f(x) — x. Dannist g : [a,b] — R eine Funktion mit

gla)=f(a)-a>a-a=0 und g(b)=f(b)-b<b-b=0.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein x € I mit g(x) = 0. Hieraus folgt f(x) = x.

(b) Wir setzten g(x) := f(x + ) — f(x). Sei z € R ein beliebiger Punkt. Gilt f(z + ) = f(z), so ist
nichts zu tun. Nehmen wir also an, dafl f(z+7) > f(z). (Fir f(z+7) < f(z) verlduft der Beweis analog.)
Dann ist g(z) > 0. Desweiteren ist

glz+m)=f(z+2n) - f(z+m) = f(z) - f(z+m) =-g(2) <0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein x € [z, z+ 7] mit g(x) = 0. Fiir dieses x gilt f(x +7) = f(x).

Aufgabe 2

Sei (N, d) der Baire-Raum aus Aufgabe (T3.1), und sei (N, p) der metrische Raum mit Metrik p(m, n) =
|m — n|. Zeigen Sie, daf} eine Abbildung F : NN — N genau dann in einem Punkt f ¢ N stetig ist, wenn
eine Konstante N € N existiert, so dal F(f) = F(g) gilt fiir alle Punkte g € NN mit £(i) = g(i) fiir alle
i < N, d.h. der Wert von F(f) ist eindeutig durch ein Anfangsstiick von f bestimmt.
Losung. Stetigkeit von Funktionen zwischen metrischen Raumen kann ebenfalls mit dem e-§-Kriterium
tberpriift werden. Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von §11 Satz 3.

(<) Angenommen, dafl ein N € N wie oben existiert. Wir benutzen das ¢-§-Kriterium, um zu zeigen,
dafl F in f stetig ist.

Zu gegebenem & > 0 setzen wir 8 := 27N, Ist g € NV ein Punkt mit d(f, g) < &, so gilt f(i) = g(i) fiir
alle i < N. Nach Annahme folgt hieraus F(f) = F(g). Also ist wie gewiinscht

p(F(f) F(g))=0<e.

(=) Angenommen, daf3 es kein N € N wie oben gibt. Wir benutzen das ¢-§-Kriterium, um zu zeigen,
dafl F nichtin f stetig ist.

Sei dazu ¢ := 1und 8 > 0 beliebig. Wir wihlen ein N € N mit § > 27N, Nach Annahme gibt es ein
g € NN mit F(f) # F(g) und f(i) = g(i) fur alle i < N. Also ist

d(f,g)<2N <8 und p(F(f),F(g))=12¢.



Aufgabe 3

Eine Teilmenge D € X eines metrischen Raumes (X, d) heifdt beschrdnkt, wenn eine Konstante b > 0
existiert mit

d(x,y)<b furallex,yeD.

Eine Funktion f : (X,d) — (Y, p) zwischen metrischen Rdumen ist Lipschitz-stetig, wenn eine Kon-
stante L > 0 (die Lipschitz-Konstante von f) existiert mit

p(f(x),f(y))<L-d(x,y) furallex,yeX.

f heif3t gleichmdifSig stetig, wenn es zu jedem & > 0 ein & > 0 gibt, so daf

p(f(x),f(y)) <e furallex,ye X mitd(x,y)<?d

gilt.
Sei (X, d) ein beschriankter metrischer Raum und (Y, p) ein beliebiger metrischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dafd jede Lipschitz-stetige Funktion f : (X,d) — (Y, p) beschrankt ist (d. h. dafl das
Bild { f(x) : x € X } von f beschrankt ist).

(b) Zeigen Sie, daf} dies fiir gleichmafig stetige Funktionen f : (X,d) — (Y, p) nicht unbedingt der
Fall sein muf3.

Losung. (a) Sei L die Lipschitz-Konstante von f und sei b > 0 eine Schranke fiir X. Fir x, y € X gilt

p(f(x),f(y)) <L-d(x,y) <Lb.
Also ist f beschrankt.
(b) Wir definieren zwei Metriken d und d; auf R:
d(x,y) = |x -y

d X - fir [x - y| <1,
d1<x,y>:={'1 Y| fiirfx -]

un

sonst.

Die Identititsfunktion f : (R,d;) - (R, d) : x — x ist gleichmifig stetig aber nicht beschrinkt.



