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Aufgabe 1

In §9 Satz 3 wurde gezeigt, daf jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge A € R ein Supre-
mum besitzt. Zeigen Sie, dafl diese Aussage das Vollstandigkeits-Axiom und das archimedische Axiom
impliziert, d. h. daf? jeder geordnete Korper mit der Eigenschaft aus §9 Satz 3 diese beiden Axiome erfiillt.
Losung. Sei K ein geordneter Kérperund N := {1, 1+1, 1+1+1,...} € K.

Angenommen, K erfiillt nicht das archimedische Axiom. Dann ist N beschriankt. Also hat N ein Su-
premum c¢ := sup N. Da c die kleinste obere Schranke von N ist, kann ¢ — 1 keine obere Schranke sein.
Somit gibt es ein #n € N mit ¢ —1 < n. Hieraus folgt ¢ < n+1 € N. Also ist ¢ ebenfalls keine obere Schranke.
Ein Widerspruch.

Sei (a, ) nen eine Cauchy-Folge in K. Um das Vollstindigkeits-Axiom zu iiberpriifen, miissen wir zei-
gen, dafl lim,,_,  a, existiert. Sei

A:={beK:esgibtunendlich viele n e Nmitb<a, }.

Wir behaupten, dafd (a, ) yeny gegen sup A konvergiert. Zunichst zeigen wir, dafl sup A existiert. Da (ay, ) nen
eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein k € N mit |a,, — a,| < 1fiir m, n > k. Insbesondere ist ap —1< a, < a; +1
fiiralle n > k. Somitist a; +1 eine obere Schranke von A und A enthilt das Minimum von ay, . . ., di, a;—1.
Also ist A nicht-leer und nach oben beschrankt und ¢ := sup A existiert.

Es bleibt zu zeigen, dafl (a,),ey gegen ¢ konvergiert. Sei dazu ¢ > 0. Da (a,,) 4oy eine Cauchy-Folge
ist, gibt es ein k € N mit |a,, — a,| < €/2 fur alle m, n > k. Insbesondere ist ay — ¢/2 < a, < ay + ¢/2 fiir
n > k. Hieraus folgt a; — ¢/2 € A und somit a; — ¢/2 < c. Fiir n > k erhalten wir

ap<ap+ef2<c+e.

Umgekehrt gibt es ein b € A mit b > ¢ — ¢/2. Also gibt es unendlich viele m € N mit a,, > b > ¢ — ¢/2. Wir
wihlen ein solches m mit m > k. Fiir n > k folgt dann

an>am—€[2>c—¢.
Wir erhalten also
la, —c|<e furallen>k.

Aufgabe 2

Wir sagen, dafl eine Familie F von offenen Intervallen eine Teilmenge A ¢ R iiberdeckt, wenn gilt

Ac U (ab).

(a,b)eF

Eine Teilmenge A ¢ R hat die Heine-Borel Eigenschaft, wenn es zu jeder Familie 7 von offenen Intervallen,
welche A iiberdeckt, eine endliche Teilmenge F, € F gibt, die A ebenfalls tiberdeckt.

Zeigen Sie, daf jedes abgeschlossene Intervall [a, b] € R die Heine-Borel Eigenschaft besitzt.
Losung. Sei[a, b] ein abgeschlossenes Intervall und F eine Familie offenere Mengen, welche [a, b] iiber-
deckt. Fiir x € [a, b] bezeichnen wir mit n(x) die kleinste natiirliche Zahl n (falls es sie gibt), so daf§ es
Intervalle (ag, bo), ..., (an, b,) € F gibt mit

[a,x] S (ag,bo) U---U (au, by).



(Fir x < a setzen wir n(x) := 1.) Wir miissen zeigen, dafl n(b) existiert.

Sei ¢ das Supremum aller Zahlen x € [a, b], so dal n(x) existiert. Da F [a, b] iiberdeckt, gibt es ein In-
tervall (x, y) € F mit c € (x, y). Wegen x < ¢ < y existiert n(x), d. h. es gibt (a0, bo), .. ., (@n(x)> bu(x)) €
F mit

[a,x] € (a0,b0) U+ U (Gu(x)> bu(x)) -
Istc < b,sogibteseind € [a,b] mit c < d < y. Wegen
[a’d] S (aO’ bO) U---u (an(x)’ bn(x)) U (x’y)

gilt dann aber n(d) < n(x) + 1. Insbesondere existiert n(d). Dies ist ein Widerspruch zu d > c.
Also ist ¢ = b. Wegen

[a,c] € (a0, bo) U+ U (@u(x)> bu(x)) U (%, )

folgt wie gewiinscht, dal n(b) = n(c) < n(x) + L



