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(T7.1)

Welche der folgenden Aussagen implizieren die absolute Konvergenz der Reihe Y -, a,?
Welche der Aussagen implizieren die Konvergenz? Welche sind sogar dquivalent zur Kon-
vergenz?

(i) Die Folge (n%a,)n>1 konvergiert.

a
n+1 < 1.

(ii) Fiir alle n > 1 gilt die Ungleichung

n

no+p

E Qp,

n=ng

(iii) (Ve > 0)(3ne € N)(Vp € N) <

(iv) Die Folge ({/|an|)n>1 konvergiert.

(v) (@) ist eine Nullfolge.
n / p>1

(vi) (3ng € N)(Ze > 0)(Vn > nyg) ( Gn+l <1- 5).
a'ﬂ,
1
(vii) Es gibt ein ng € N, so dass 1 > RUARE > 1 — — fiir alle n > n.
a, n

(viii) Die Folge der Partialsummen ($,)m>1, wobel $p, := Y e | an, ist beschrénkt.

ix) Die Folge der Partialsummen (S,,)m>1, wobei s, = > ', a,, ist beschrankt und
g = n=1
lim a, = 0.
n—oo
1

Losung.

Es bezeichne C' die Aussage: “Die Reihe Y " | a,, konvergiert”. Weiter sei AC' die Aussage:
“3 e an konvergiert absolut”. Offensichtlich gilt AC' = C, aber C # AC. Gilt also
S = AC, dann gilt auch S = C und C % S.

(i) = AC. Beweis: Da die Folge (n%a,),>1 konvergiert, folgt, dass diese Folge beschrinkt
ist. Das heifit, es gibt ein M € R, so dass |n%a,| < M fiir alle n > 1. Dies impliziert, dass
|an| < 24 fiir alle n > 1. Also folgt AC' aus dem Majorantenkriterium. Weiter gilt C' #- (i)
nach obiger Bemerkung.

(ii) & C. Als Gegenbeispiel dient zum Beispiel die harmonische Reihe.

(iii) & C. Diese Aussage ist dquivalent zur Aussage, dass die Partialsummen eine Cauchy-
folge bilden. Eine Richtung folgt sofort. Fiir den Beweis “(iii) = Die Partialsummen bilden

no+p
eine Cauchyfolge”, sei ng, so dass E a,| < 5 fiir alle p € N. Fiir k,p € Nmit k < p
n=ng
erhalten wir
no+p no+p no+k—1
§ ap = E ap — § (s
n=no+k n=ngp n=ngp
und somit
no+p no+p no+k—1
e €
E a,| < E an| + E [ <§+§:E.
n=no+k n=ng n=ngp

Damit gilt natiirlich (iii) A AC.

iv) # C. Als Gegenbeispiel withlen wir a,, = 1 fiir alle n > 1.

v) = AC. Dies folgt unmittelbar aus dem Quotientenkriterium. Damit gilt auch C' % (v).
vi) = AC'. Dies folgt wiederum aus dem Quotientenkriterium.

vii) & C. Als Gegenbeispiel wihlen wir a,, = 1/n fiir alle n > 1.

viii) # C. Als Gegenbeispiel wihlen wir a,, = (—1)" fir alle n > 1.

(
(
(
(
(
(ix) # C. Wir betrachten die Folge (ay,)n>1 definiert durch

1
1.—= —

1 1 1 1
? 27 27

1
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73737

W=

m

Offensichtlich gilt lima, = 0. Fir die Partialsummen s, := >, a, gilt s,, € [0,1] fiir
alle m > 1, also ist (S, )m>1 beschrénkt. Da s,, = 1 fir unendlich viele m € N und s,,, =0
fiir unendlich viele m € N, ist die Reihe "> | a,, divergent.

n=1

(T7.2)



Sei Yo7, a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Man zu bekommen, dann gerade genug negative Terme, um die Summe kleiner als ¢ zu
beweise: machen, und so weiter. Genauer gesagt fithren wir die Umordnung nach folgendem
Schema durch, wobei pg < p; < ... und ¢y < ¢; < ... natiirliche Zahlen sind, die

(i) Zu beliebig vorgegebenem ¢ € R gibt es eine Umordnung Y07 ar(,), die gegen ¢ induktiv bestimmt werden sollen:

konvergiert. ap+ ...+ - Bo—...— B,
. o . 0
(i) B g s S i e - Fopost o O = B == By
ii) Es gibt Umordnungen, so dass ) a,(») bestimmt gegen 400 bzw. —oo divergiert. N
(iii) Es gibt Umordnungen, so dass > -, @, weder konvergiert noch bestimmt gegen :
+00 leGI'gleI‘t. +aﬂz+1 +.+ Apipr — ﬁqﬁrl IR ﬂqH»l

Losung.

(i) Da die Reihe } > a, konvergent, aber nicht absolut konvergent ist, enthélt sie un-

n=

endlich viele positive und auch unendlich viele negative Terme. Sei (@, )ren die
Teilfolge der negativen Glieder der Folge (ay,)nen, und (ay, )ren die Teilfolge der nicht-
negativen Glieder der Folge (an)nen. Fiir k € N setzen wir

o 7= Gy, > 0, Br = —aum, > 0.
Wir zeigen zunéchst, dass
oo o0
Z ap =00 und Zﬁk = 00. (1)
k=0 k=0

Wenn die beiden Reihen konvergent wéren, dann wére die Reihe Y a,, absolut
konvergent, im Widerspruch zur Voraussetzung. Falls

iak:oo und iﬂk::b<oo
k=0 k=0

gelten wiirde, dann wiirde fiir N > ny

. N . . .
gelten, also limy_0o Y _ga, = 00, im Widerspruch zur Konvergenz der Reihe
>0 o @n. Auf dieselbe Weise zeigt man, dass die Annahme

o0
o =:a < oo und Zﬁk:oo
k=0

NgE

e
I
=}

zum Widerspruch fiihrt. Also gilt (1).

Wir werden jetzt die gewiinschte Umordnung der Reihe ZZC:() ap, definieren. Die Idee
ist, zuerst gerade genug positive Terme aufzulisten, um eine Summe grosser als ¢

Wir definieren jetzt die Zahlen py < p; < ... und ¢y < ¢1 < ... auf folgende Weise:
Induktionsanfang:

Wir setzen

n Po
poz—min{neN:Zakzc}, AO::Zak

k=0 k=0

und

n q0
qU:—min{neN:Ao—Zﬁl<c}, B()Z:AO—ZBI‘
=0

1=0
Induktionsschritt:
Seien po, ..., P, Qo, - - -, q und Ag, ..., A;, By, ..., B; schon bestimmt so dass

Pi qi—1
A; :Zak *Z@z >c,
k=0 1=0
Pi qi
Bi:Zak—Zﬁl < c.
k=0 1=0

Dann setzen wir
n Pit1
pix1 :=min<n € N:n > p; und B; + Z ap>cyp, A1 =B+ Z o
k=pi+1 k=p;+1
und
n qi+1
g1 :=minqn € N:n > g und Ay — Z Br<cy, Bip = A — Z Bk
k=qi+1 k=q;+1

Dies ist méglich, da Y ;2 gy = co und Y, B = o0.

Aus der Definition folgt |A;—c| < ay, und |B;—c| < ,, firallei € N. Dalim;_,o oy, =
0 und lim; . 4, = 0, folgt leicht, dass die umgeordnete Reihe gegen c konvergiert.
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(il) Wir machen die Lésung wie in (i), fithren aber die Umordnung nach folgendem Sche-
ma durch, wobei py < p; < ... natiirliche Zahlen sind, die induktiv bestimmt werden

sollen:
g+ ...+ ay, - G
+apu+1 +...+ Qp, - /81
+o
toprt ot ap,, — B

Wir definieren jetzt die Zahlen py < p; < ... auf folgende Weise:
Induktionsanfang:

Wir setzen

pgz—min{neN:Zak>l}

k=0
und
Po
A() = Z Q.
k=0
Induktionsschritt:
Seien py, ...,p; und Ay, ..., A; schon bestimmt und

pi i—1
k=0 1=0
Dann setzen wir

Dit1 :—min{nEN:n>pi und A; — 5; + Z ak>i+2}

k=pi+1
und
Pi+1
A1 = Ai = Bi + E Q.
k=pi+1

Dies ist méglich, da Y2 j o = 00. Sei Y oo a7 die gerade definierte Umordnung.

Es gibt N € N so dass fiir alle [ > N gilt 0 < 3 < 1. Sei M € N so dass M > N.
Fiir k > par + M gilt dann 3F_ @,y > M, also gilt 327 a,() = +oc.

Auf #hnliche Weise kann man eine Umordnung finden, die bestimmt gegen —oo di-
vergiert.

(ili) Wir machen die Losung wie in (i), fithren aber die Umordnung nach folgendem Sche-
ma durch, wobei pg < p; < ...und gy < ¢; < ... natiirliche Zahlen sind, die induktiv
bestimmt werden sollen:

0(0+.A.+Ozp0 — 507"'76110
Fpp1 + -+, - ﬁQOJrl e ﬂth
+ o
topprt .+ Apipr — ﬁqﬁrl e /311n+1

Wir definieren jetzt die Zahlen py < p; < ... und ¢y < ¢1 < ... auf folgende Weise:
Induktionsanfang:

Wir setzen

n Po
po:—min{nEN:Zak>1}7 AO::Zak
k=0

k=0

n q0
qo;_min{nEN:Ao—Zﬁl<_1}7 B[)::AO_ZBI'
=0

=0
Induktionsschritt:

Seien po, ..., Pi, o, - - -, q; und Ag, ..., A;, By, ..., B; schon bestimmt so dass
Pi qi—1
A; :Zak*Zﬁl =1,
k=0 1=0
i ai
B; = Zak - Zﬁz <-L
k=0 1=0

Dann setzen wir

n Pi+1
pH_l:—min{neN:n>piundBi+ Z Ock>1}7 A1 =B+ Z o,

k=pi+1 k=p;+1

und

n Fit+1
qiv1 ‘= min {n eN:n>gq und Ai+1 — Z O < —1} s Bi+1 = Az‘+1— Z Bk
k=q;+1 k=q;+1
Dies ist méglich, da Y7 gy = co und Y. fr = o0.
Aus der Definition folgt, dass A; > 1 und B; < —1 fiir alle ¢+ € N, also konvergiert
die umgeordnete Reihe nicht, und sie divergiert auch nicht bestimmt gegen +oco oder

—0Q.



