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(T5.1)

In dieser Aufgabe konstruieren wir die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Sei X die
Menge aller Cauchy-Folgen (z,,),en rationaler Zahlen. Fiir (z,)nen, (Yn)neny € X definieren
wir

(Zn)nen ~ (Yn)nen <= (@n — Yn)nen konvergiert gegen 0.

(i) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist.

(ii) Sei R := X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Auf R definieren wir Addition und
Multiplikation durch

[(@n)nenl~ + [(gn)nenl~ = [(Tn +yn)nenl~,  [(@n)nen]~ - [(Un)nenl~ = [(n - yn)nen]~-
Weiter definieren wir “[(z;,)nen]~ ist positiv’ durch

[(Zn)nen)e > [(Onen]~ = (Fk € N)(¥n € N)@m > n)(z,, > 275).
Zeigen Sie, dass +, - und > wohl-definiert sind.

(ili) Zeigen Sie, dass die Menge R zusammen mit +, - und > ein vollstdndiger, archime-
disch angeordneter Korper ist.

Diese Aufgabe ist recht umfangreich und muss nicht vollstandig bearbeitet werden.
Am wichtigsten ist es, zu zeigen, dass das Vollstandigkeits-Axiom erfiillt ist.

Losung.

(i) Esist klar, dass ~ reflexiv und symmetrisch ist. Wir zeigen, dass die Relation transitiv
ist. Sei (xn)n€N ~ (yn)nEN und (yn)nEN ~ (Zn)nEN- Es gilt

|x7L - Zn' = |(In - yn) + (yn - Zn)‘ < ‘In - er‘ + |yn - Z’n':

und da (z, —y,) — 0 und (y, — 2,) — 0, folgt (xp, —2,) — 0, d.h., (Tn)nen ~ (21)nen-
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(il) Wir zeigen zuerst, dass Addition und Multiplikation nicht von den Repriisentanten
(In)nENa (yn)nEN von [(In)neN]wv bZW- [(yn)neN]w abhéngelL Sel €r = [(mn)neN]w S R
und ¥ = [(Yn)nen]~ € R, und sei (2}, )nen € z und (@, )nen € y. Dann gilt (z,—z!,) — 0
und (y, — y,) — 0. Wir miissen zeigen, dass (2, + Yn)nen ~ (), + ¥ )nen, und dass
(In : yn)nEN ~ (I;L : yln)nEN~

Dass (Zn, + Yn)nen ~ (2}, + Y/, )nen, folgt aus
(@0 + yn) = (2 + w)] = [(@n — 23) + (U = Y)| < 20 — 23] + Yo — Y|

Um zu zeigen, dass (T, - Yn)nen ~ (2}, - Yl )nen gilt, bemerken wir zuerst, dass (2, )nen
und (Y, )nen beide beschrénkt sind, da Cauchy-Folgen beschriankt sind. Also gibt es
M € N mit |z,| < M und |y,| < M fiir alle n € N. Jetzt folgt die Aussage aus der

Ungleichung
[T Y — T Unl = [T Yo — T Y Ty — T, Y
< zal - yn =yl + | - 20 — ]
< Nj'('?/n*y;z“’"xnfxu)'

Wir zeigen jetzt, dass > wohl-definiert ist. Sei @ = [(z,)nen]~ € R und (2}, )nen € @
und sei k € N, so dass gilt

(Vn € N)(Fm > n)(z,, > 27F).

Da (%, — 2,) — 0, gibt es ein N € N, so dass |z, — 2/,| < 27%! fiir alle n > N. Sei
n € N und sei m > max(n, N) mit z,, > 27%. Dann gilt

2 =2+ (2], — @) > 27 —27F L = o7k

Also gilt
(3k € N)(vn € N)(Tm > n)(x), > 275).

(iil) Wir zeigen, dass das Vollstindigkeits-Axiom erfiillt ist. (Es ist einfacher, zu zeigen,
dass die Axiome (A.1)-(A.4), (M.1)-(M.4), (D), (0.1)-(0.3) und das Archimedische
Axiom erfiillt sind.)

Sei (ag)ken eine Cauchy-Folge in R und fiir k& € N sei (zF),en € ag. (Hier ist das k
in 2¥ kein Exponent, sondern einfach ein oberer Index.) Wir miissen zeigen, dass es
eine Cauchy-Folge (z,)nen gibt, so dass limg_.« ar = a, wobel a := [(Zn)nen]~-

Wir bemerken zunéchst, dass es, falls [(y5)nen]~ > [(0)nen]~ gilt, kK € Nund N € N
gibt, so dass 1, > 27F gilt fiir alle n > N. Sei néimlich &' € N so dass

(Vn e N)(@m > n)(ym > 2”“/)7

und sei N’ € N so dass |y, — ym| < 27%=1 fiir m,n > N'. Sei jetzt N > N’ so dass
YN > 2-*_ Dann gilt fiirn > N

Yn = YN + (Yo —yn) > 27 — 27K L =971,
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Jetzt konstruieren wir die Folge (z,)nen. Da (22),en eine Cauchy-Folge ist, gibt es
Ny € N; so dass |1;?7x?| < 1 gilt fiir alle i, j > No. Wir setzen xo := z%,. Wir nehmen

jetzt an, dass x;, und Ny, schon definiert sind. Da (z5%1),cy eine Cauchy-Folge ist,

n

gibt es Ny 1 > Ny, so dass |zf ! — x§f+1| < 27F=1 gilt fiir alle 4, j > Ny, Wir setzen
kL

Th+1 = ZNIH»l'

Wir miissen zuerst zeigen, dass (,)nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0 und sei

I € N mit 27%2 < ¢. Da (ay)gen eine Cauchy-Folge ist, gibt es M € N, so dass fiir

alle 4,7 > M gilt |a; — a;] < 27%. Sei 4,7 € N mit j > i und i > max(M, ). Da

(27" = (&h = 23)nen~ > [(0)nen]~

und _ v
(27" = (2, = @))nenl~ > [(O)nenl~,
gibt es M', M" € N, so dass fiir n > M’ gilt
xh — ) <27
und fiir n > M" gilt
¥ — 2l < 271,
Fiir L := max(M’, M", N;) gilt also |24 — 2} | < 27" und wir erhalten

i — 2] = |-Tz}vz*-T5vJ|

A

oy =5+ laf, — ]

< 27 4ol 9T o7

+ |, — xﬂvj

Also ist (z,)nen eine Cauchy-Folge.
Wir zeigen jetzt, dass limy_ ax = a, wobei a := [(@p)nen]~. Es reicht, zu zeigen,
dass es fiir alle k € N ein K € N gibt, so dass fiir i > K gilt |a; — a| < 27, also

(27" = (@, = 2))nen~ > [(0)nend-
und i
[27% = (20 — 21))nenl~ > [(0)nen]~-

Also ist es genug, wenn wir zeigen, dass es fiir alle k € N ein K € N gibt, so dass fiir
i > K ein n; € N existiert, so dass fiir n > n; gilt

|z, — 2| < 27571
Fiir 4,5,n € N gilt

L| n

|x" — Ty = |an - x:L

IN

|, — |+ 1o — a5l + [ — @l

Wenn j > N, gilt |z}, — ] < 27", und wenn j,n > N; gilt |o} — 2% < 27, Sei

M € N so groB, dass fiir n,i > M und j > max(N,, N;) gilt |27 — 2} < 27F73, Wir
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setzen K := max(k + 3, M),
setzen wir j > max(N,, N;).

|z, 71’;‘

und fiir ¢ > K setzen wir n; := max(i, N;). Fiir n > n;

Dann gilt

AN A

o, — af| + |2f — 2| + |2 — a7
PR e
g k=1,



