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Tutorium 4

Aufgabe 1

Mit jeder Folge (ay,)en assoziieren wir die Folge

der arithmetischen Mittel.

(a) Angenommen, (ay,) ey ist konvergent. Zeigen Sie, dafy dann auch (b,,) ey konvergiert und

lim b, = lim a,.
n—o00 n—>00
Losung. Sei e > 0 und sei a := lim,_, o a,. Dann gibt es ein N € N, so daf

\a—an]<§ furallen >N

gilt. Wir wihlen einen Index M > N, so daf? fiir alle n > M gilt

1 X £
—>lai—al<=.
n 2

Fir n > M folgt

1 & 1 &
lbp—al=|=>a;i-=> a|= ‘ Z(a,—a)
n1=1 n1:l i=1

1 X 1 &
S—Z —a|+— Z|a,—a|
nzzl 1N+1
1 & -N
<EiZ > . ED <e.
2 nga2 2 02 n

Also konvergiert (b,,) ey gegen a.

(b) Finden Sie eine divergente Folge (a,)yen, so dafl die dazugehorige Folge (b, ) ey konvergiert.

Losung. Wir setzen ay, := (—1)". Diese Folge konvergiert nicht. Andererseits ist

)0 tiir gerade n,
—% fiir ungerade n .

Also konvergiert (by,) ey gegen 0.

Aufgabe 2

Auf dem letzten Tutoriumsblatt haben wir den Begriff eines metrischen Raumes (X, d) eingefithrt. Wir



erinnern daran, daf} eine Metrik d : X x X — R die folgenden Bedingungen erfullt. Fiir alle x, y,z € X
gilt

d(x,y) >0,

d(x,y)=0 < x=y,

d(x,y) =d(y,x),
d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

(a) Sei X eine nichtleere Menge und dj, . . ., d,, Metriken auf X. Zeigen Sie, daf$ auch

" di(x, )
WD = 2 )

eine Metrik auf X ist.
(b) Eine Teilmenge D € X eines metrischen Raumes (X, d) ist dicht, wenn es zu jedem x € X und
jedem & > 0 einen Punkt z € D gibt, mit

d(x,z) <e.

Zeigen Sie, daf8 eine Menge D € X genau dann dicht in X ist, wenn es zu jedem Punkt x € X eine gegen
x konvergierende Folge (x,,)en gibt, deren Elemente alle in D liegen.

Losung. (a) Die ersten drei Axiome gelten offensichtlich. Wir weisen das letzte Axiom (die Dreiecksun-
gleichung) nach. Zunachst merken wir an, dafd fiir positive reelle Zahlen a, b gilt:

a

b
a<b gdw a+ab<b+ab gdw gm. (%)

1+a

Seil < i< nundseien x, y,z € X. Nach (*) und der Dreiecksungleichung fiir d; gilt

di(x,2) __di(x,y) +di(y,2)
1+di(x,z) ~ 1+di(x,y) +di(y,z)

di(x,)’) + di()”z)
1+di(x,y) +di(y,2) 1+di(x,y) +di(y,2)
di(x,y) di(y,z)
< + .
1+di(x,y) 1+di(y,Z)

Summieren wir diese n Ungleichungen auf, so erhalten wir
d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).
(b) (=) Angenommen, D ist dicht in X. Sei x € X. Fiir jedes n € N, finden wir einen Punkt x,, € D mit
d(x,xp) < =

Dann ist lim,, 0 X, = X.

(«=) Umgekehrt nehmen wir an, dafl es zu jedem x € X eine solche Folge gibt. Um zu zeigen, daf3
D dicht ist, betrachten wir ein beliebiges x € X und ein ¢ > 0. Nach Voraussetzung gibt es eine Folge
(%1 ) neny in D mit Grenzwert x. Also existiert ein Index N, so daf3

d(x,x,) <e, firallen>N.

Insbesondere ist z := x5 € D ein Punkt mit d(x, z) < e.



