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Metrische Raume

Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik auf X, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir alle z,y € X gilt d(x,y) > 0, und d(z,y) = 0 gilt g.d.w. z =y. (Die Metrik ist
positiv definit.)

(i) Vr,y € X (d(z,y) = d(y, x)). (Symmetrie.)
(ili) Vz,y,z € X (d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)). (Dreiecksungleichung.)
Das Paar (X,d) heiBt metrischer Raum, wenn d eine Metrik auf X ist. Wenn aus dem

Kontext klar ist, welche Metrik benutzt wird, bezeichnen wir auch X als einen metrischen
Raum.

(T3.1)

(a) Seid: R xR — R, d(z,y) := |z — y|. Zeigen Sie, dass (R, d) ein metrischer Raum
ist. Die Metrik d heifit die natiirliche Metrik.
(b) Zeigen Sie:

Ist (X,d) ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge, dann ist die
Funktion dy : Y x Y — R, die durch dy(z,y) = d(z,y) fiir (z,y) € Y x Y definiert
ist, eine Metrik auf Y.

(Der metrische Raum (Y, dy) heifit metrischer Teilraum von (X, d). Wir sagen, dy
ist die von d auf YV induzierte Metrik.)

(c) Sei X eine beliebige Menge, und sei d : X x X — R,

d(z,y) = { 0 fallsz =y,

1 sonst.

Zeigen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist. Die Metrik d nennt man die diskrete
Metrik auf X, und (X, d) ist ein diskreter metrischer Raum.
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(d) Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei d : X x X — R,

d(z,y) == min(1, d(z,y)).

Zeigen Sie, dass (X, d ) ein metrischer Raum ist. Wir sagen, dass die Metrik d durch
Trunkierung aus d hervorgeht.

(x) Sei N¥ die Menge aller Funktionen f: N — N. Fiir f,g € N¥ mit f # g setzen wir
m(f,g) :=min{n € N: f(n) # g(n)}.
Zeigen Sie, dass d : NV x N¥ — R,

. 0 falls f =g,
d(qu) = { 9—m(f.9) sonst,

eine Metrik auf NY definiert. Der metrische Raum (NY, d) heiBt Baire-Raum.

Losung.
(a) Wir iiberpriifen, dass die Bedingungen (i), (ii), (iii) gelten:
(i): Fir z,y € R gilt d(z,y) = |z — y| > 0, und wir haben
dz,y) =0 & |z —y|=0 & xz=y.
(ii): Fiir z,y € R gilt d(z,y) = |z —y| = |y — z| = d(y, ).
(iii): Fiir z,y,z € R gilt
dz,z) = lv =2l =z —y)+ (y—2)| < |z —yl+ |y — 2| = d(z,y) +d(y, 2).
(b) Wir iiberpriifen dass die Bedingungen (i), (ii), (iii) gelten:
(i): Fir z,y € Y gilt dy(z,y) = d(z,y) > 0, und wir haben
dy(z,y) =0 < d(z,y) =0 & z=y.
(ii): Fir z,y € Y gilt dy(z,y) = d(z,y) = d(y, ) = dy(y, z).
(iii): Fiir z,y,2 € Y gilt
dy(z,2) =d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) = dy(z,y) + dy(y, 2).

(c) Die Bedingungen (i) und (ii) gelten trivialerweise. Wir iiberpriifen (iii). Wir unter-
scheiden zwei Falle:

Wenn z = z, gilt d(z, z) =0 < d(z,y) + d(y, 2).



Wenn z # z, gilt © # y oder z # y, und wir haben
d(z,2z) =1 <d(z,y) +d(y, 2).

(d) Wir brauchen nur zu iiberpriifen, dass die Dreiecksungleichung gilt, da es klar ist,
dass positive Definitheit und Symmetrie gelten. Sei x,y,2z € X. Wir unterscheiden
zwei Félle:

Wenn d(z,y) < 1 und d(y, z) < 1, dann

d(z,z) < d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) = d(z,y) + d(y, 2).

Wenn d(z,y) > 1 oder d(y,z) > 1, dann

d(z,2) <1 <d(z,y)+d(y, 2).

(x) Wir brauchen nur zu iiberpriifen, dass die Dreiecksungleichung gilt, da es klar ist, dass
positive Definitheit und Symmetrie gelten. Sei f,g,h € NY. Wir nehmen O.B.d.A.
an, dass f # g, f # h, und g # h, da die Dreiecksungleichung sonst trivialerweise
erfiillt ist. Also sind m(f,g), m(f, h) und m(g, h) wohldefiniert.

Wir setzen m := min(m(f, g), m(g,h)). Fir n € N mit n < m haben wir f(n) =
g(n) = h(n), also m(f, h) > m. Es folgt

d(f,h) =27 < g7 < gmm g g memUDma)) = (£, g) + d(g, h).

(T3.2)

Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Funktion f: N — X oder, allgemeiner, eine
Funktion f: {k € Z : k > ko} — X, fiir ein ky € Z. Wir schreiben (z,)nen fiir die Folge
f:N—= X mit f(n) =x,.

Sei (X, d) ein metrischer Raum, (2, )nen eine Folge in X, und z € X. Wir sagen, die Folge
(Zn)nen konvergiert gegen z falls

Ve > 03N € NVn > N (d(zn,2) <¢).
(a) In der Vorlesung haben Sie die Definition der Konvergenz einer Folge reeller Zahlen

gegen eine reelle Zahl kennengelernt. Zeigen Sie, dass diese mit der oben gegebenen
Definition mit X = R und der natiirlichen Metrik d iibereinstimmt.

(b) Sei X eine Menge, und sei d die diskrete Metrik auf X. Sei (,,)nen eine Folge in X,
und sei z € X. Zeigen Sie, dass (x,)nen gegen z konvergiert g.d.w.

N e NVn > N (z, = 2).

Losung.

(a) Sei (z,)nen eine Folge reeller Zahlen, und sei z € R. Mit d = die natiirliche Metrik
haben wir

Ve >03IN e NVn > N (|lz, — 2| < ¢)
<
Ve > 03N € NVn > N (d(zn,2) <¢).
(b) Wenn 3N € NVn > N (z,, = z), dann
Ve > 03N e NVn > N (d(z,,z) <¢€).
Wir nehmen nun an, dass (z,,)nen gegen z konvergiert. Dann existiert N € N, so dass
Vn > N (d(xn, 2) < 1).

Da aber
d(z,,2) <1 = d(z,,2) =0,

folgt, dass
Vn > N (z, =2).



