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Analysis I

Probeklausur
Schreiben Sie bitte auf jede Seite
Thren Namen und numerieren Nachname: . . ..ot e
Sie die Seiten durch. Bitte falten Y0} @6 10 o L= PR
Sie am Ende der Klausur das Matr - N

Deckblatt und legen die tibrigen
Blatter hinein.
Hinweise
« Die Priifungszeit betragt 90 Minuten.

« Eskonnen maximal 60 Punkte erreicht werden. Davon reichen 48 Punkte fiir die Note 1 auf jeden
Fall aus.

« Antworten sollten immer begriindet und jeder Schritt in der Losung hinreichend erklért sein, es
sei denn, es wird ausdriicklich darauf hingewiesen.

« Viel Gliick!
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erreichte Punkte

Aufgabe 1 12 Punkte

(a) Seien X und Y nichtleere Mengen. Fiir welche Funktionen f : X — Y ist folgende binire Relation
eine Aquivalenzrelation:

x~y gdw  (f(x)=f(y) =x=y)
(b) Zeigen Sie per Induktion nach n € N*, daf§
n!<2 (g)n )

Hinweis. Benutzen Sie die Ungleichung 2 < (1+ £)", also 2(%)" < (1++)"(%)".

Losung. (a) Fiir eine konstante Funktion f gilt x ~ y <> x = y. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Fiir eine injektive Funktion f gilt x ~ y fiir alle x, y € X. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Ist f weder konstant noch injektiv, so gibt es drei verschiedene Elemente x, y,z € X mit f(x) = f(y) #
f(2z). Dann gilt x ~ z und z ~ y, aber nicht x ~ y. Also ist ~ nicht transitiv und somit keine Aquivalenz-
relation.

(b) Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich 1. Fiir n + 1 erhalten wir

(n+1)l=nl(n+1) < Z(g)n(n f1< (1 %)(g)(n 1)

:(”T”)"(nﬂ)
n+1

_1 n _1 n+l _ ntl
= ()" (n+1) = Z(n+1) ‘2(7) .



Aufgabe 2 12 Punkte

(a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (x; ) sen mit

- 1Ba*+(2-n)?
S 6n+3nt+ (n+3)2

n

(b) Sei (x,) nen die Folge reeller Zahlen mit

(G
4

x=0 und x,4= +1.

Zeigen Sie, daf} (x,,) ey konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis. Zeigen Sie zunéchst, daf§ x,, € [0, 2] fir alle n € N.
(c) Fur welche x € R konvergiert folgende Reihe:

IE Sk

Hinweis. Verwenden Sie das Wurzelkriterium.

Losung. (a)
, , 13n* + (2 -n)? ' 13+4n~*—4n=3 +n? 13
lim x, = lim = lim =—.
n—o0 n—co 6n+3nt+ (n+3)2 n-cbn3+3+n2+6n3+9n7% 3

(b) Zunichst zeigen wir per Induktion nach #, dafl 0 < x,, < 2. Fiir n = 0 ist dies klar. Fiir n + 1 erhalten
wir

(xn)? (x4)? 22
Xpil = +1>—-+1=120 und x,4= +1<—+1=2.
n+l 4 4 n+l 4 4

Die Folge ist also beschrankt. Die Funktion

2
x
=X ki
fl) = e
hat die Nullstelle x = 2 + /4 — 4 = 2. Somit ist f(x) > 0 fiir alle x und aus

_ (xn)2
4

Xn+l = Xn =

+1-x,=f(x,) 20

folgt, dafl die Folge aufsteigend ist.
Hieraus folgt, dafl der Grenzwert x := lim,,_, o X, existiert. Wegen

x2

x=—+1
4

gilt f(x) =0, also x = 2.
(c) Das Wurzelkriterium liefert

o oa/(x=3)2 |x -3 1 |x-3]
N e T et T
21n 2 n 2

Fiir g < 1, d. h. fiir |x — 3| < \/2 konvergiert die Reihe also absolut.
Fiir |x — 3| > \/2 divergiert sie. Fiir |x — 3| = \/2 ist

|x_3|211 ~ i

2np2 n?’

Diese Reihe konvergiert ebenfalls absolut.



Aufgabe 3 12 Punkte

(a) Zeigen Sie, daf$ die Gleichung
x*—3=2mx
eine Losung im Intervall [0, 3] besitzt.
(b) Sei a € R. Bestimmen Sie alle Punkte x € R, in welchen die Funktion f, : R — R mit
a firx=0,
cos(x)sin(1/x) firx #0

fa(x) ::{

stetig ist.
(c) Sei I ¢ R ein kompaktes Intervall. Zeigen Sie, dafd eine stetige Funktion f : I — IR, die ndherungs-
weise Nullstellen besitzt, auch eine echte Nullstelle besitzt, d. h. zeigen Sie die Aussage

(Ve>0)(FxeD|[|f(x)|<e] = (Bxel)[f(x)=0].

Lésung. (a) Wir suchen eine Nullstelle der stetigen Funktion f(x) := x* - 27x — 3. Wegen f(x) = -3 <0
und f(3) = 81— 67 — 3 > 0 folgt nach dem Zwischenwertsatz, dafi es eine solche Nullstelle zwischen
0 und 3 geben muf.

(b) Als Komposition stetiger Funktionen ist f, in jedem Punkt x # 0 stetig. In x = 0 ist f, nicht stetig,
da die Folgen (x,)n>1 und (¥ )n>1 mit x, = # und y, = m beide gegen 0 konvergieren, aber die
Grenzwerte

fim () = fim cos 5-0) =0,
lim fu(y) = lim (cos 722y 1) = cos(0) =1
verschieden sind.

(c) Nach Annahme finden wir zu ¢ := 1/n mit n € N* ein x,, € I mit [f(x,)| < & Da I kompakt ist,
besitzt die Folge (x, )50 eine konvergente Teilfolge (x, ) pen. Fiir x := lim,, oo xi, gilt

£()l = Jim |f ()| < Jim = = 0.
Alsoist f(x) = 0.
Aufgabe 4 12 Punkte
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f : R} — R mit
f(x) _ (x2)arctan(x)‘
(b) Sei D € R offen, % € D,und sei f : D - Rauf D\ {x} differenzierbar. Gilt die folgende Implikation?

lim f'(x) existiert nicht = f istin % nicht differenzierbar.
X—>X
xeD~{x}
(c) Sei f : [-1,1] — R eine differenzierbare Funktion mit f(-1) < f(1). Zeigen Sie, daf3 ein ¢ €]-1,1]
existiert mit f'(c) > 0.
Lb’sung. (a) Wegen f(x) _ elog(x2)~arctan(x) _ eZarctan(x)log(x) folgt

/ _ 2arctan(x) log(x) | 210g(x) ZarCtan(X)
o= (1 \ 2arcan())

(b) Die Aussage stimmt nicht. Ein Gegenbeispiel ist der Punkt ¥ = 0 und die Funktion
Fx) xzsin(%) firx #0,
X):=
0 firx =0

aus Aufgabe 4 (b) auf Ubungsblatt 13.
(c) Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein ¢ €]-1,1[ mit

RARLUET (N



Aufgabe 5 12 Punkte

(a) Seien a < s < t < b reelle Zahlen. Zeigen Sie, daf3 die Funktion f : [a, b] - R mit

1 firx=soderx=t,

0 sonst

f(x)={

Riemann-integrierbar ist und berechnen Sie [ ah f(x)dx.

(b) Sei f : [0,1] - R, eine stetige Funktion mit folf(x) dx = 0. Zeigen Sie, daf3 f(x) = 0 fir alle
x €[0,1] gilt.
Losung. (a) Diese Aufgabe ist leider etwas einfacher als beabsichtigt geraten: Da f eine Treppenfunktion
ist, ist f Riemann-integrierbar und das Integral berechnet sich als

fbf(x)dx:()-(s—a)+0.(t_5)+0,(b_t):0.

Wir prasentieren deshalb auch eine zweite Losung, die auch fiir Nicht-Treppenfuktionen funktioniert:
Zu jedem ¢ > 0 konstruieren wir Treppenfunktionen ¢ und y mit ¢ < f <y und

bl//(x)dx— b(p(x)dx<s.
J. veoss |

Hieraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f.
Sei also ¢ > 0. Wir wihlen § mit 0 < § < /4 und so, daf8 § kleiner ist als (s — a)/2, (t — s)/2 und
(b—1t)/2.Sei

1 firxe[s-68,s+d8|ult-0,t+7],

0 sonst.

¢(x):=0 und wy(x):= {
Dann gilt ¢ < f <y und

fbl//(x)dx—fb(p(x)dx:(28+26)—0<e.

Auflerdem gilt

0:[ah(p(x)dxg/abf(x)dngabt//(x)dx=48<s,

und somit ist fab f(x)dx=0.

(b) Angenommen, es gibt einen Punkt xo mit ¢ := f(x9) > 0. Da f stetig ist, finden wir ein nicht-
triviales Intervall [a, b] € [0,1] um diesen Punkt mit f(x) > ¢/2 fur alle x € [a,b]. Sei ¢ : [0,1] - R,
die Treppenfunktion mit

o(x) = {C/Z firx € [a,b],

0 sonst.

Dann ist ¢ < f und somit

folf(x)dxz[Ol(p(x)dng(b—a)>0.

Ein Widerspruch.



