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In der OWO-Vorlesung haben wir eine Folge von Polygonen konstruiert:

INYRERE

Wir werden jetzt diese Konstruktion éndern und eine andere Folge von Polygonen betrach-
ten: @1, Q2, @3, . ... Wir fangen an mit einem Quadrat @ mit Seitenldnge 1. Wir erhalten
jetzt das Polygon @, indem wir jede Seite von @ in drei gleich grofle Teile unterteilen und
jeweils an den mittleren Teil jeder Seite von Q; ein Quadrat mit Seitenldnge 1/3 anfiigen.
Auf die gleiche Weise konstruieren wir Q,,,; ausgehend von Qn: Wir teilen jede Seite von
@n in drei Teile und fiigen an die mittleren Teile Quadrate an.

Berechnen Sie die folgenden Werte fiir die Polygone @,: Die Anzahl der Seiten K, die
Lénge L, jeder Seite, den Umfang U, und die Fliche F,.. Machen Sie das fiir Q1, Q,, Qs,
@4 und allgemein fiir Q,,.

Wie verhalten sich U,, und F,, wenn n gegen oo strebt?
Losung.

Wir haben die folgende Beziehungen fiir n > 2:
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Die Formel fiir F}, in der Tabelle gilt fiir n > 2. Fiir n — oo haben wir U,, — oco. Auflerdem,
da fir n > 2 gilt

4 5 5} 4
Fo=1+-(1+=-+...+ —)"‘2)=1+§-

1 (5/9)1
9" "9 (3

1 — (5/9) =2- (5/9)71—1’

haben wir F,, — 2 fiir n — oo.

(G0.2)

Wir betrachten die Summe

= 1 11 1
S = —_ =1t -4 — 4. 4=
" ;k2+k—1 TErET n’+n—1
Gibt es ein M > 0, so dass S,, < M fiir alle n € N, oder gilt S,, — oo, wenn n — 00?

Wir haben in der OWO-Vorlesung gesehen, dass, falls eine solche Schranke existiert,
> ney = konvergiert, da alle Terme nichtnegativ sind.

Losung.



Fiir k > 1 gilt
1 _ 1
Krk—1" k2

Da wir in der OWO-Vorlesung gesehen haben, dass > ;7 | é konvergiert, erhalten wir also

L 1 "1 — 1
Sn Z::kQ k~1-kzlﬁggﬁ

Mit M := 72, #5 erhalten wir S, < M fiir alle n € N und somit dass Zzozlmlkj
konvergiert.
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Wir betrachten die Summe

Zeigen Sie, dass >, _\}—E nicht konvergiert, indem Sie zeigen, dass > ,_, -\}? — 00 wenn
n — oo.

Losung.

Fir k£ > 1 gilt k£ > \/E, also
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Daraus folgt, dass
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und wir haben in der OWO-Vorlesung gesehen, dass P e % unendlich anwéchst fiir n —
00.

(G0.4)
Wir konstruieren Rechtecke Ry, Ry, R3, ... wie folgt:

Das Startrechteck R; hat Lénge 1 und Breite 1/4. Dann teilen wir jede lange Seite von
Ry durch 4. Anschlieend kleben wir auf die mittleren zwei Viertel der langen Seiten die
lange Seite eines Rechtecks mit Lange 1/2 und Breite 1/8. Die lange Seite des kleinen
Rechtecks, die das grofie Rechteck nicht beriihrt, nennen wir ro bzw. r5. Auf die mittleren
zwei Viertel der kurzen Seiten kleben wir ebenfalls Rechtecke der Linge 1/2 und Breite
1/8. Diesmal kleben wir die Rechtecke mit den kurzen Seiten an. Die den Klebestellen
gegeniiber liegenden Seiten der kleinen Rechtecke nennen wir 7 und 7. Hiermit haben
wir Ry konstruiert.



Haben wir das Polygon R,, konstruiert so ergibt sich R,.; durch Anwenden der gleichen

Schritte wie oben: Wir teilen also r,,, r},, 7/, r” in 4 gleiche Teile und kleben an die mittleren

zwel Viertel dieser Seiten jeweils ein Rechteck der Linge (1/2)" und der Breite (1/8)™.

Berechnen Sie die folgenden Werte fiir R,,: die Anzahl der Kanten K,,, den Umfang U,, und
den Flacheninhalt F,,. Wie verhalten sich K,,, U, und F,,, wenn n gegen oo strebt?

R, K k- |

Loésung.

Wir erhalten K} =4, K, = K1 +4-4, und i.A. K, = K,, +4-4. Das bedeutet aber, dass
K,, — oo fir n — oo.

Fir den Umfang gilt: Uy =2+41/2, U, =U; +4-1/2+4-1/8, und i.A.
Uni1=Un+4-(1/2)"+4-(1/2)"2 = U, +5- (1/2)".
Also fir n > 2:
Un=5/2+5-(1/2+ (1/2)° + ...+ (1/2)" ") =5/2+5/2- (1 +1/2+ ... 4 (1/2)"2)
und daher:
1 — (1/2)71—1
1-1/2
Der Umfang bleibt also fiir alle n € N beschrénkt (U, — 15/2 (n — o0)).

Up=5/2+5/2- =5/2+5- (1= (1/2)*1).

Fir den Flacheninhalt ergibt sich: Fy = 1/4, F, = F}, +4 - Fi/4, F3 = F5 +4 - F /4% und
LA,
Fop=F+F-(1/4)" 7 =1/4+ (1/4+ (1/4)% + ...+ (1/4)").

Also
Fopr=1/44+1/4- (14 1/4+ ...+ (1/4)"Y)
und o
F,=1/4+1/4- 1_1(%/14/)4_ =1/4+1/3-(1 - (1/4)71—1).

Dabher folgt F,, — 7/12.
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