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In dieser Aufgabe konstruieren wir die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Sei X die
Menge aller Cauchy-Folgen (xn)n∈N rationaler Zahlen. Für (xn)n∈N, (yn)n∈N ∈ X definieren
wir

(xn)n∈N ∼ (yn)n∈N :⇐⇒ (xn − yn)n∈N konvergiert gegen 0.

(i) Zeigen Sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf X ist.

(ii) Sei R := X/ ∼ die Menge der Äquivalenzklassen. Auf R definieren wir Addition und
Multiplikation durch

[(xn)n∈N]∼ +[(yn)n∈N]∼ := [(xn +yn)n∈N]∼, [(xn)n∈N]∼ · [(yn)n∈N]∼ := [(xn · yn)n∈N]∼.

Weiter definieren wir “[(xn)n∈N]∼ ist positiv” durch

[(xn)n∈N]∼ > [(0)n∈N]∼ :⇐⇒ (∃k ∈ N)(∀n ∈ N)(∃m ≥ n)(xm > 2−k).

Zeigen Sie, dass +, · und > wohl-definiert sind.

(iii) Zeigen Sie, dass die Menge R zusammen mit +, · und > ein vollständiger, archime-
disch angeordneter Körper ist.

Diese Aufgabe ist recht umfangreich und muss nicht vollständig bearbeitet werden.
Am wichtigsten ist es, zu zeigen, dass das Vollständigkeits-Axiom erfüllt ist.
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