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In dieser Aufgabe konstruieren wir die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Sei X die
Menge aller Cauchy-Folgen (z,,),en rationaler Zahlen. Fiir (x,,)nen, (Yn)nen € X definieren
wir

(Zn)nen ~ (Yn)nen <= (T, — Yn)nen konvergiert gegen 0.

(i) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist.

(ii) Sei R := X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Auf R definieren wir Addition und
Multiplikation durch

[(@n)nen]~ + [(n)nen]~ == [(Zn +yn)nen]~,  [(@n)nenl~ - [(Un)nen]~ == [(Zn - Yn)nen]~-
Weiter definieren wir “[(z,)nen]~ ist positiv” durch

[(T)nen]~ > [(0)pen]~ = (Fk € N)(Vn € N)(3m > n)(z,, > 275).
Zeigen Sie, dass 4, - und > wohl-definiert sind.

(iii) Zeigen Sie, dass die Menge R zusammen mit +, - und > ein vollstédndiger, archime-
disch angeordneter Korper ist.

Diese Aufgabe ist recht umfangreich und muss nicht vollsténdig bearbeitet werden.
Am wichtigsten ist es, zu zeigen, dass das Vollstédndigkeits-Axiom erfiillt ist.



