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(G7.1) (Wurzelkriterium)

Sei
∑

∞

n=0 an eine Reihe. Es gebe ein θ mit 0 < θ < 1 und ein n0 ∈ N, so dass

(∀n ≥ n0)(
n

√

|an| ≤ θ).

(i) Man beweise, dass die Reihe absolut konvergiert.

(ii) Man zeige, dass die Bedingung

(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(
n

√

|an| < 1) (1)

nicht hinreichend für die Konvergenz der Reihe
∑

∞

n=0 an ist. Ist dies eine notwendige
Bedingung?

(G7.2)

Die bijektive Abbildung τ : N → N sei eine beschränkte Umordnung, d.h. es gebe ein
d ∈ N, so dass

|τ(n) − n| ≤ d für alle n ∈ N.

Man beweise: Eine Reihe
∑

∞

n=0 an konvergiert genau dann, wenn die Reihe
∑

∞

n=0 aτ(n)

konvergiert.

Hausaufgaben

(H7.3)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergent sind, bzw. für welche x ∈ R die
konvergent sind:

(i)
∞

∑

n=1

(n + 1)n

nn+1
.

1

(ii)

∞
∑

n=1

2n

(

1 +
1

n

)n

xn.

(H7.4)

In der Vorlesung haben wir die Definition der Eulerschen Zahl e gesehen:

e := exp(1) =
∞

∑

k=0

1

k!
.

Sei (sn)n∈N die Folge der Partialsummen, sn :=

n
∑

k=0

1

k!
.

(i) Man beweise: Für alle n ∈ N gilt die Abschätzung

1

(n + 1)!
≤ e − sn ≤

e − 1

(n + 1)!
.

(Für n = 2 liefert diese Abschätzung 2, 66 < e < 2, 8.)

(ii) Nehmen Sie an, dass p, q ∈ N existieren, so dass e = p/q, und benutzen Sie die
Abschätzung aus (i) mit n = q um einen Widerspruch zu erhalten.
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