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« Eskonnen maximal 60 Punkte erreicht werden. Davon reichen 48 Punkte fiir die Note 1 auf jeden

Fall aus.

« Antworten sollten immer begriindet und jeder Schritt in der Losung hinreichend erklért sein, es

sei denn, es wird ausdriicklich darauf hingewiesen.

« Viel Gliick!

Aufgabe 1 2 3 4

2 Note

Punkte, maximal 12 12 12 12

erreichte Punkte

Aufgabe 1

12 Punkte

(a) Seien X und Y nichtleere Mengen. Fiir welche Funktionen f : X — Y ist folgende binére Relation

eine Aquivalenzrelation:

x~y gdw  (f(x)=f(y)=x=y)

(b) Zeigen Sie per Induktion nach n € N*, daf}

n

n!SZ(%) .

Hinweis. Benutzen Sie die Ungleichung 2 < (1+ 1)", also 2(%)" < (1++)"(%)".



Aufgabe 2 12 Punkte

(a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (x, ) sen mit

_ Bn*+(2-n)?
C6n+3nt+ (n+3)?

n

(b) Sei (x,) nen die Folge reeller Zahlen mit

(xn)2
4

+1.

x=0 und x,4=

Zeigen Sie, daf3 (x,) 4en konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.
Hinweis. Zeigen Sie zunichst, daf§ x,, € [0, 2] fiir alle n € N.
(c) Fur welche x € R konvergiert folgende Reihe:

i’: (x -3)*" \
] ny2 :

Hinweis. Verwenden Sie das Wurzelkriterium.

Aufgabe 3 12 Punkte
(a) Zeigen Sie, daf die Gleichung

xt-3=2nx

eine Losung im Intervall [0, 3] besitzt.
(b) Sei a € R. Bestimmen Sie alle Punkte x € R, in welchen die Funktion f, : R - R mit

a firx =0,
cos(x)sin(1/x) firx #0

fu(x) ::{

stetig ist.
(c) Sei I ¢ R ein kompaktes Intervall. Zeigen Sie, dafi eine stetige Funktion f : I - R, die ndherungs-
weise Nullstellen besitzt, auch eine echte Nullstelle besitzt, d. h. zeigen Sie die Aussage

(Ve>0)(3AxeD[|f(x)|<e] = (Fxel)[f(x)=0].
Aufgabe 4 12 Punkte
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f : R} — R mit

f(x) _ (xZ)arctan(x) ]
(b) Sei D € Roffen, % € D,undsei f : D - Rauf D\ {x} differenzierbar. Gilt die folgende Implikation?

lim f'(x) existiert nicht = fistin % nicht differenzierbar.
X—>X
xeDN{x}

(c) Sei f : [-1,1] — R eine differenzierbare Funktion mit f(-1) < f(1). Zeigen Sie, dafi ein ¢ €]-1,1]
existiert mit f'(c) > 0.

Aufgabe 5 12 Punkte
(a) Seien a < s < t < b reelle Zahlen. Zeigen Sie, daf3 die Funktion f : [a, b] - R mit

1 firx=soderx=t,
f(x):{

0 sonst

Riemann-integrierbar ist und berechnen Sie [ ah f(x)dx.
(b) Sei f : [0,1] - R, eine stetige Funktion mit folf(x) dx = 0. Zeigen Sie, daf3 f(x) = 0 fur alle
x €[0,1] gilt.



