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Analysis |1l — Funktionentheorie

6. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)

Bestimmen Sie fiir die Funktion

f(z) =

3
<<,
(z+1)(z—2) 2]

die in Lemma I'V.1.1 angegebenen Funktionen f; , fo. Geben Sie anschliefend die in Theorem
IV.1.2 angegebene Potenzreihenentwicklung

f(z) = i an(z — z)" Z%Z—Zo —I—Za_ z—2)" ", 1<|z| <2,

n=—oo

all.

Hinweis. Man kann f(z) = Zf:l

LOSUNG: Der Ansatz aus dem Hinweis fiihrt auf

3 _ A B
(z4+1)(z—2) 2z+1 2z-2

Multiplizieren wir mit (z+ 1)(z — 2) durch, erhalten wir 3 = A(z — 2) + B(z + 1), was uns durch
Einsetzen von z = 2 bzw. z = —1 die Losung A = —1 und B = 1 liefert. Es gilt also

3 1 1
(z+1)(z2—-2) 2z—-2 z+1

Wir setzen

fi(z) = zj—l und  fo(z) := . i 5

Damit ist f; holomorph in {z € C;|z| > 1}, f2 ist holomorph in {2z € C;|z] < 2} und es gilt die
Zerlegung f(z) = fa(z) — fi(z) fiir alle 1 < |z| < 2. Wir formen fiir alle z € C mit 1 < |z] < 2 um:

3 - 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1
z+1)(z-2) =2-2 z+1 2 3-1 = 141 "2 1-2 2z 1-(=L
_ _li Z n_}i _} n_i_Q—(n-H)zn_i(_l) z—(n+1)
2 2 z 2]
n=0 n=0 n= n=0
(0.)

= i —o(nHl)m _ Z(—l)”_lz_".
n=0

n=1



(G 2)

Ein Gebiet G C C heifit sternformig, falls es einen Punkt zy € G gibt, so dass fiir jeden
Punkt z € G die gesamte Verbindungsstrecke von z und 2y ganz in G liegt, d.h. fiir jedes
z € G und alle A € [0,1] gilt Azg + (1 — A\)z € G. Man sagt dann ,G ist beziiglich z
sternformig®.

(a) Zeigen Sie, dass jedes konvexe Gebiet G C C sternférmig ist.

(b) Es sei G ein sternférmiges Gebiet beziiglich zy € G, [a,b] C R ein abgeschlossenes
Intervall und 7 : [a,b] — G ein Integrationsweg mit v(a) = (b) = zy. Beweisen Sie,
dass v nullhomotop in G ist.

Bemerkung: Tatséchlich gilt das fiir jeden geschlossen Integrationsweg in einem sternférmi-
gen Gebiet, d.h. jedes sternformige Gebiet ist einfach zusammenhéngend. Die Voraus-
setzung y(a) = zo macht den Beweis jedoch deutlich iibersichtlicher.

(c) Es gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg v in G und jede in G holomorphe

Funktion f
/f(z) dz=0.
g

Sie diirfen dabei verwenden, dass jeder in G nullhomotope Integrationsweg auch null-
homolog ist.

LOsunG: (a) Sei G ein konvexes Gebiet in C und 2y € G beliebig gew#hlt. Fiir jedes z € G ist
dann die Verbindungsstrecke zp + A(z — 29), A € [0,1], in G enthalten, da G konvex ist. Also
ist G sternférmig beziiglich zg.

(b) Wir zeigen nun, dass jeder Integrationsweg v in G mit y(a) = 7(b) = 2o nullhomotop ist.
Dazu betrachte die Abbildung v : [a, b] x [0,1] — C mit
P(t,s) = (1 —s)y(t) +sz0, t€la,b], sel0,1].

Dann ist ¢ offensichtlich stetig. Weiter ist fiir jedes festgehaltene ¢ € [a,b] der Punkt ()
nach Voraussetzung in G. Betrachtet man nun die Abbildung s — (s, t) = (1 —s)7y(t) + szo,
so ist deren Bild fiir s € [0,1] genau die Verbindungslinie von zp und v(¢). Nun ist G
sternférmig beziiglich 2, d.h. diese Verbindungslinie gehort vollsténdig zu G. Das bedeutet,
dass ¢(t,s) € G fiir alle ¢ € [a,b] und alle s € [0, 1] gilt.

Damit ist ¢ eine stetige Abbildung von [a, b] x [0, 1] nach G und es gilt
¥(t,0) =~(t) fir alle t € [a, b],
W(t,1) = zo fiir alle ¢ € [a,b],
P(a,s) = (1 —s)y(a) + szo = (1 — s)z0 + szp = 2o fiir alle s € [0, 1],
P(b,s) = (1 — s)y(b) + szo = (1 — s)z0 + sz = 2o fiir alle s € [0, 1].
Nach Definition II1.2.6 b) ist damit v nullhomotop.

(¢) Mit dem Hinweis in der Aufgabenstellung folgt, dass 4 nullhomolog in G ist. Der globale
Cauchysche Integralsatz liefert
/ f(z)dz=0.
¥

(G 3)
Es sei h : C — C holomorph und auf der abgeschlossenen oberen Halbebene {z € C :
Im(z) > 0} beschriankt. Wir betrachten das reelle uneigentliche Integral

1= LU

o L+ 22




" h(t
(a) Zeigen Sie, dass das Integral existiert und / = lim (®) dt gilt.

LY BT
(b) Sei fiir r > 1

/yr,l(t) = ta te [_Ta T’] und ’77’,2(75) = reita te [07 ﬂ-]7

sowie v, = v¥,1 + V2. Berechnen Sie

/ hiz) dz und lim hiz) dz.
.

r1+22 e ’Yr21+22

(c) Folgern Sie nun I = 7 - h(i).

(d) Bestimmen Sie damit

> cos(x
/ ( g dx.
o L+
LosunG: (a) Wir beobachten zunichst, dass das Integral wegen
/ = ‘ h(t)
o122

absolut konvergent ist. Deshalb gilt

/ h(t) dt = lim ht) dt = lim & dt.
Coo 112 r—oo J_,. 142 r—oo J_. (t+1)(t —1)

<1
dt < h(t)| - — dt
<l

(b) Sei r > 1. Der Weg ~, beschreibt den einmal positiv durchlaufenen Rand des Halbkreises
{z € C: |z| < r, Im(z) > 0}, insbesondere ist ~, ein geschlossener Weg in G := {z €
C : Im(z) > —1/2}. Weiter ist dieser offensichtlich nullhomolog in G und die Funktion
f(2) := h(z)/(z +1) ist holomorph in G. Mit der Cauchy-Integralformel aus Satz I11.2.4 b),
angewandt auf f und mit n = 0, gilt dann

/ M) g, = / I gy Zom O [ L&) 4 onir i) = 2mio1- P .
Y v

2 I _
1+ 2z 21 2mi e 21 1+1

Fiir den zu untersuchenden Grenzwert beobachten wir zunéchst

/ h(z) el 1
Yr,2 1 + 22

<7mrC max 5
: z€Spur(yr,2) ’1 + z ‘

<L max
B (’YT’Q) z€Spur(yr,2) ’1 + 2’2‘

Y

wobei C' := sup{|h(z)| : Im(z) > 0} ist.
Es gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir alle z € Spur(v;.2)

1 < 1
T+22 S r—1

N+ 22 =22 — (=) > Y -1=]z?-1=r2—1, dh

Zusammen mit obiger Abschétzung liefert das

/ h(z)
Yr,2 ]' + 22

< Crnr

Also gilt




(c) Mit den Ergebnissen aus (a) und (b) erhalten wir

= /_O; 1h4<r) di = lim, / lh-i(-) =05 [/7 1h4(rzz)2 - /m 1}@2 dz}
h(z)

(d) Der Kosinus ist bekanntermafBien auf ganz C holomorph aber leider nicht auf der oberen
Halbebene beschrinkt. Daher schreiben wir das Integral noch ein bisschen um:

® cos(z) ., [ Re(e”) . /°° el?
/_Ool+w2dx— B dx = Re Tz — dz |,

wobel wir im zweiten Schritt die Stetigkeit der Funktion z — Re(z) genutzt haben.

Nun ist auch die Funktion z — e'* auf ganz C holomorph und da aus Im(z) > 0

‘eiz’ _ eRe(iz) _ e—Im(z) <1

folgt, ist sie auch auf der oberen Halbebene beschrankt. Wir kénnen also im obigen Teil der
Aufgabe h(z) = e!* setzen und erhalten

* cos(x) . o iz - o o
/_ool+:v2dx_Re</_ 1+$2d$>—Re(7Te ) = Re(me )_e,

o0

Hausiibungen

(H 1) (6 Punkte)

Sei G C C. Mit M werde die Menge aller Zyklen in GG bezeichnet. Fiir 7y ,v, € M schreiben
wir v9 ~ 71, falls 7y zu v, homolog ist.

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M definiert.

(b) Sei [y] die Aquivalenzklasse von v € M beziiglich ~ also

[V ={w€M;y~}
Sei Aq(M) = {[l;v € M} die Menge aller Aquivalezklassen. Wir definieren eine
Abbildung Aq(M) x Aq(M) — Aq(M) wie folgt:
Mol + 1] = ho +ml, (1)
wobei vy ,v1 € M. Dabei bezeichnet v+, den wie im Skript erklarten Zyklus v+ 1.
(i) Zeigen Sie, dass die in (1) erklérte Addition wohldefiniert ist.

(ii) Zeigen Sie, dass V := (Aq(M), +) mit der in (1) erklirten Addition eine Gruppe
bildet. Geben Sie das neutrale Element dieser Gruppe an und bestimmen Sie zu
v € V das inverse Element.

Losunag: (a) Es gilt 9 ~ 71 fiir 40,71 € M genau dann, wenn

d¢ = dg

’ch_

fiir alle z € C\ G ist. Die Reflexivitdt und die Symmetrie von ~ sind unmittelbar klar. Fiir
den Nachweis der Transitivitéit betrachten wir v9 ~ 71,71 ~ 2. Es folgt fiir jedes z € C\ G

1 1
—d( = —d 761 =04+0=0
[/0—”/2 ¢—z ‘ /YO_’Yl C—2 <7 Y1—72 ¢—z ‘ "

und damit auch g ~ 2.

'YOC_Z



(b) Zum Beweis der Wohldefiniertheit ist folgendes zu zeigen: Falls 79 ~ 7(, und 71 ~ 7}, dann
gilt vo + 71 ~ ) + 7} Fiir beliebiges z € C\ G folgt aus der Rechnung

1
/ d¢ = dC—I—/ 7dC—0+0—0
(vo+y1)—(vo+1) C—2 Yo—§ 0 C— "n-v 1 ¢

Die Assoziativitdt von + in V ist klar. Angenommen, es gilt 79 + 7 = o mit 9,7 € M.
Dann gilt

/ 7dg—o VzeC\G.

Dies bedeutet, dass 4/ nullhomolog in G ist. Wir definieren (t) := 2y fiir ¢ € [0, 1], wobei
2o € G ist. Damit ist 4 nullhomolog in G. Die Aquivalenzklasse [§] besteht gerade aus alllen
nullhomologen Zyklen in G und ist das Nullelement in V', da v+ =~ in V fir alle vy € V
gilt. Da fiir beliebiges v € M der Zyklus v + (—7) stets nullhomolog ist, ist fiir beliebiges
v € M das inverse Elemt zu [y] gegeben durch [—~].

(H 2) (6 Punkte)
(a) Bestimmen Sie fiir die Funktion
f(2) ::e%, 0<|z] < o0,

die in Lemma IV.1.1 angegebenen Funktionen f;, f;. Geben Sie anschlieSend die in
Theorem IV.1.2 angegebene Potenzreihenentwicklung

o0 oo
f(z) = Z an(z_z0)" Zanz—zo Za_ z—29) ", 0<|z] < o0,
n=-—00 n=0

al.

(b) Fiihren Sie die gleiche Aufgabenstellung wie in Teil a mit der Funktion

1
= +1 <1
g(Z) 22(2 ’L) ) 0< ‘Z Z’ <1,

durch.
LOsunG: Wir beginnen mit der Funktion f. Sei fo die in C holomorphe Funktion f2(z) := 1.
Diese Funktion ist holomorph in C. Die Funktion fi(z) :=1— e= ist holomorph fiir |z| > 0 und

es gilt fi(z) — 0 fiir z — oo. Da f(z) = fa(z) — fi(z) fiir alle |z| > 0 haben wir die in Lemma
IV.1.1 angegbenen Zerlegung gefunden. Es ist

L = ()" = 1

= _ z _ L .-n

== o=l e
n=0 n=1

fiir alle |z| > 0. Nun zur Funktion g. Partialbruchzerlegung liefert

1 1 — -1

22(z + 1) _;+272+z+i'

Die Funktion 1

hiz) = z+1

ist holomorph in { z € C; |z + 4| > 0} und es gilt fi(z) — 0 fiir z — co. Weiterhin ist

fa(z) =~ + 7

z z



holomorph in {z € C;|z +i| < 1}. Damit liefert g(z) = fa(z) — fi(z) fir z € {z € C;0 <
|z + i < 1} die in Lemma IV.1.1 angebenene Zerlegung. Wir entwickeln nun fy in eine auf

Dy :={z € C;|z+1i| <1} konvergente Potenzreihe. Fiir beliebiges z € Dy gilt

1

Fiir beliebiges w € C mit |w| < 1 ist
1 _ - n
o= 7;) w",
Durch Differenzieren folgt fiir |w| < 1

00
— § : nwnfl
n=1

Man erhélt fiir z € Do

1 ~1 - - e
2 (0-(-i)(z+1)? Zln(_2> G

Damit erhalten wir fiir alle z € {z € C;0< [z +i| <1}

Z z—i—z"—i—in DNz i)

n=1

f(z) = fa(z) = fi(2)

o0

= ——+ ) ()" + (n+ 1)(=)")(= + )"

(H 3) (6 Punkte)

Seien (ay,)nez reelle Zahlen und zy € C. Falls die beiden Grenzwerte

o0
Zan(z—zo)” und Za (z—20)""
n=0

existieren, definieren wir

L(z) := ianz—zo Zanz—zo +Za_ z—2z) "

n=—oo

Man nennt L Laurentreihe.

(a) Zeigen Sie: Es existieren 0 < By < oo und 0 < Ry < 00, so dass » -

-1

an(z — 29)"

absolut und lokal gleichméBig auf Dg, gr,(20) := {2z € C; Ry < |z—2| < R» } gegen eine

in Dpg, r,(20) holomorphe Funktion f konvergiert. Weiterhin soll 2

an(z — 2p)"

fiir z € Cmit |z —2| < Ry oder |z—zy| > Ry divergieren. Dabei ist Konvergenz jeweils
als Konvergenz von y 7 a,(z — 2)" und von Y, a_,(z — 29) ™" zu verstehen.

(b) Sei zp € C und 0 < r < R < oo. Geben Sie eine Laurentreihe an, die auf

{zeCr<|z—2| <R}

konvergiert und fiir alle z € C mit |z — 29| < 7 oder |z — zo| > R divergiert.



LOSUNG: (a) Die Potenzreihe > > an(2—20)" besitzt einen Konvergenzradius Ry € [0, 00]. Nun

wird Y 07 | a_p(z —29) " betrachtet. Definiere g(w) := > 7 ; a_,w". Der Konvergenzradius
dieser Potenzreihe werde mit R% € [0,00] bezeichnet. Somit ist g auf {z € C;|z| < R%}
absolut und lokal gleichméfig konvergent und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Fiir
alle |[z—20| > Ryist Y oo a_pn(z—20) " = g(z_lz0 ). Insgesamt folgt, dass > o ; a—y,(z—29) ™"
fiir alle |z — 29| > Rp absolut gegen eine holomorphe Funktion konvergiert und fiir alle
|z — 20| < Ry divergiert. Die Konvergenz ist gleichméfig auf { z € C; |z — 29| > Rs } fiir alle
Rs > Ry.

Die Reihe )7 (Z;%iz,?)n hat als Konvergenzkreis { z € C; |z—z| < R }. Die Reihe ) 7 | r"z"
hat als Konvergenzkreis {z € C;|z| < 1}. Daraus folgt, dass Y o0 | 7(z — 29) ™" fiir alle
|z — zo| > r konvergiert und fiir alle |z — 29| < r divergiert. Die Laurentreihe

> E S g
n=1

n=0

besitzt die in der Aufgabenstellung geforderten Eigenschaften.



