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Gruppeniibungen

(G 1)

Es seien f,g: C — C gegeben durch f(z) = Re(2)(z + Im(2)i) und g(z) = el*l.

(a) Untersuchen Sie f und g auf reelle Differenzierbarkeit und bestimmen Sie (),
‘y(zo), gg (z9) und % 2(20) fiir alle z € C.

(b) In welchen Punkten sind f bzw. g komplex differenzierbar? Ist f bzw. g, gegebenenfalls
nach Einschrénkung auf eine geeignete Teilmenge von C, holomorph?

LosunG: (a) Fir z = z+yimit z,y € Rgilt f(z) = f(z+yi) = Re(2)(z+Im(2)i) = z(x+2yi) =
x? + 2zyi. Damit ist f reell differenzierbar und es gilt

fo(2) =204+ 2yi und fy(2) =2z firalle z=2+yieC.

Damit ist
g'ﬁ %(fx( ) — fy(2)i) = %(23: +2yi+22) =2z + yi = 2+ Re(z) und
g‘f %(fx( )+ fy(2)i) = %(233 + 2yi — 22) = yi = Im(2)i.

Fiir g erhalten wir entsprechend g(z) = g(x + yi) = eV***¥*. Damit ist g in allen (z,y) €
R2\ {(0,0)} reell differenzierbar mit

= )= S
gz(2) = ——=-22z und gy(2) = —r—=—s-2y.
N 272 + 2 Y 2v/22 + 2

Das fiihrt fiir z # 0 auf

0 el?l ez
a% _ %(gx(z) — gy(2)i) = ;(M(:c - yi)> =30 und
dg 1 N ez
9 5(91:(2’) +gy(2)i) = < |2| (@t )> B 22|’

(b) Nach Satz 2.2 ist f in zp komplex differenzierbar, genau dann wenn gf (20) = i%(»zo) gilt,

d.h. genau dann wenn a—’;(zo) =0 ist.

Damit ist f nach den Ergebnissen aus (a) genau dann in zy € C komplex differenzierbar,
wenn Im(z) = 0, also wenn z € R gilt. Die Funktion g ist hingegen in keinem z9 € C\ {0}
komplex differenzierbar, denn % ist fiir kein z # 0 Null.

Trotzdem ist f in keiner Weise holomorph, denn man spricht von einer holomorphen Funktion
nur dann, wenn sie auf einer offenen Teilmenge von C komplex differenzierbar ist (vgl. die
Definition von Holomorphie) und es gibt keine offene Teilmenge von C, die in der reellen
Achse enthalten ist.



(G 2)
(a) Es sei 7 > 0 und v : [0,27] — C mit y(¢t) = re” gegeben. Berechnen Sie fiir alle
n,m € Z das Kurvenintegral fv 2"z dz.

(b) Auf welchen offenen Mengen D C C hat die Funktion z — Re(z) eine Stammfunktion?

Losung: (a) Es gilt
27 o ) 2T ) ) ) 2r
/znzm dz = / r"emt(relt)mrielt dt = / Tn—&-m—l—lemte—lmtielt dt = irn—&-m—i—l/ el(n—m—i—l)t dt.
y 0 0 0
Ist nun n — m = —1, so erhalten wir mit n =m — 1
2T
ir?m / 1 dt = 27r?™i,
0

in allen anderen Féllen gilt

1 ) 2w
/anm dz = i,r_n—l-m—i-l. el(n—m—i—l)t —0.
. iln—m+1) 0
Zusammengenommen gilt also

/ nsm g — 272, falls n =m — 1,
P 0, falls n # m — 1.

(b) Behauptung: Auf keiner offenen Menge D C C hat z — Re(z) eine Stammfunktion.

Beweis: Wir nehmen an, die Funktion hétte auf einer offenen Menge D C C eine Stamm-
funktion F' mit F(z) = u(z) + v(z)i und w,v : D — R. Dann muss F’(z) = Re(z) fiir alle
z € D gelten. Das impliziert mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir
alle z=x+yie D

vy(2) = ug(z) = Re(F'(2)) =Re(z) =2 und  — uy(z) = vy(z) = Im(F') = 0.

Das bedeutet insbesondere, dass u und v zwei Mal stetig reell differenzierbar sind und es gilt
fiir die zweiten Ableitungen von v nach dem Satz von Schwarz

1 = vy2(2) = vgy(2) =0,

womit wir einen Widerspruch haben.

Alternativer Beweis: Sei D eine offene Teilmenge von C und zy € D. Dann gibt es einen
Kreis Bay(z9) € D mit einem r > 0. Wir betrachten den geschlossenen Integrationsweg
v(t) = 20 + relt, t € [0,27]. Dann gilt v([0,27]) € Ba,(20) € D und

1 e : o
/Re(z) dz == /(z +2z)dz = / (20 + re' +zp + re ) rie dt
. 2/, 2 /o

2w 1 2m . 1 2m
= Re(zo)ri/ e dt + 7“21/ (" +1)dt =040+ r2i/ 1dt
0 2 Jo 2 Jo
= r?7i # 0.
Also kann z — Re(z) keine Stammfunktion auf D haben.
(G 3)
Es sei 71,72 zwei Integrationswege, die durch eine Parametertransformation auseinander
hervorgehen und f : Spur(v;) — C stetig. Dann gilt f% f(z) dz = 5fw f(z) dz, wobei

¢ = 1 fiir eine orientierungserhaltende und € = —1 fiir eine orientierungsumkehrende Para-
metertransformation gilt.



LoOsuna: Es seien 71 : [a1,b1] — C und 7, : [a2,b2] — C und ¢ : [ag,be] — [a1,b1] sei die
Parametertransformation, die 1 in 79 tiberfiihrt, d.h. es gilt v9 = v1 0. Weiter sei a1 = tg < t1 <

- <ty = by eine Zerlegung des Intervalls [a1, b1] derart, dass y1l, ¢, fiir jedes j =0,...,n—1
stetig differenzierbar ist. Dann gilt nach der Kettenregel selbiges auch fiir 49 auf den Intervallen
[©71(t;), o L(tj+1)] im Falle einer orientierungserhaltenden Transformation, bzw. den Intervallen
[~ (tj+1), o 1(t;)] fiir eine orientierungsumkehrende Transformation.

Nun bekommen wir mit der Substitution ¢ = p(s)

n—l o= (t4)

RCLS Z / e d=y | F((n 0 @))% (9(5) ¢ (5) ds

j=0 e (%)
1(t]+1 n=l o m1(t41) .
- / o) (10 9)(s) ds = 3 F () (s) ds
(t5) §=0 o~ 1(ty)
:e/ f(z) dz
Y2
Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)

(a) Bestimmen Sie das folgenden Kurvenintegral

/ 2] dz,
Vi

fiir « = 1,2, wobei v, die Gerade zwischen —i und +i ist und v der einfach durchlau-
fene, positiv orientierte Weg auf dem Einheitskreis von —i nach +i ist. Ist z +— |z| in
B5(0) :={z € C;|z] <2} holomorph?

(b) Fiir beliebiges 21 , 2z € C sei 7y die Verbindungsstrecke zwischen z; und z,. Berechnen
Sie, wann immer dies sinnvoll ist, das Kurvenintegral

z
—— dz.
[ =

Losunag: (a) Eine mogliche Parametrisierung von ~; ist gegeben durch v;(t) := ti,t € [—1,1].

Wir erhalten . .
\z|dz:/ ]tz‘\z’dt:z’/ it dt = i.
Y1 -1 -1

Als Parametrisierung von 72 kann man o (t) := €' mit t € [—5, 5] wéhlen. Es gilt

T 3 .
]z]dz:/ \e”\ie”dt:i/ eldt =e"|? =2i
72 -z -Z 2
Da das Kurvernintegral iiber z in Bs(0) somit nicht wegunabhiingig ist, kann somit die
Funktion z — |z| nicht holomorph in By (0) sein.

(b) Wir berechnen zunéchst eine reelle Stammfunktion:

/I dx—1/2x d:c—l/ 1 du = -1 _ -1
(x244)27 2 ) (2244277 2 (u+4)2 C2u+4) 2x2+4)

Durch einfaches Ableiten sieht man, dass f(z) := ey + ) fiir z # { —21¢,2i } eine komplexe
Stammfunktion von (zQﬁP ist. Somit erhalten wir fiir alle Wege ~, die z; mit zy verbinden
und auf denen nicht —2i oder +2i liegt

/ ﬁ dz = F(z) — F(z).
.

Falls —2¢ oder 2i auf dem Weg ~ liegt, ist das Kurvenintegral nicht definiert.




(H 2) (6 Punkte)

(a) Sei f : G C C eine auf einem Gebiet G C C holomorphe Funktion, deren Realteil
Re(f) auf G konstant ist. Zeigen Sie, dass f dann ebenfalls konstant auf G sein muss.

(b) Untersuchen Sie die folgenden, auf ganz C definierten Funktionen auf Holomorphie
und auf komplexe Differenzierbarkeit.

(i) f(2) :=Im(z),
(ii) f(z) := zRe(2).
LOsuNG: (a) Falls Re(f) konstant ist, folgt sofort u,(z) = 0 und uy(z) = 0 fiir alle z € G.

Mittels der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt v, (2) = vy(z) = 0 fir z € C.
Da G ein Gebiet ist, kénnen wir schliefen, dass u und v konstant auf G sind.

(i) Fir beliebige 2z, h € C erhilt man
Im(z+ h) —Im(z) Im(h)

h h

Wir wihlen nun eine Folge reelle Folge h,, — 0, h,, # 0 und erhalten
Im(ih,) .. 1

A == = im =
aber Lealih
i T20R) o
n—oo h n—oo

Damit ist z +— Im(z) nirgends komplex differentierbar und somit auch nirgends holo-
morph.

(i) Mittels der iiblichen Identifizierung ist u(z,y) = 22 und v(z,y) = zy. Man sieht, dass
das System der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ux(xvy) = Uy(x,y) und — uy(x,y) = vx(az,y)

nur in (z,y)7 = (0,0)7 erfiillt sind. Damit ist z +— zRe(z) nur in z = 0 komplex
differentierbar. Da Holomorphie als komplexe Differenzierbarkeit in offenen Mengen
erkldrt ist, ist z — zRe(z) nirgends holomorph.

(H 3) (6 Punkte)

Beweisen Sie den folgenden Satz.

Satz. (Lokale Invertierbarkeit holomorpher Funktionen) Sei D C C offen, f : D — C
holomorph, zy € D und f'(z0) # 0. Dann existieren offene Umgebungen U C D wvon zy und
V wvon wy := f(z0) derart, dass f(U) = V st und f|y injektiv ist. Die Umkehrfunktion
71V — U won fly ist in V holomorph und es gilt

fiir alle w € V.

Hinweis. Gehen Sie dazu wie folgt vor. Identifizieren Sie f mittels ' : D C R? — R? | F =
(Re(f),Im(f))". Zeigen Sie detF’(z) # 0 und wenden Sie den Satz iiber die lokale Inver-
tierbarkeit von reel differenzierbaren Funktionen an. Es gilt (F~!)(w) = (F/(F~Y(w))™*
fiir alle w aus einer geeignete Umgebung von wy. Beenden Sie nun den Beweis.



LOSUNG: Wir identifizieren z = 2 4 yi € C mittels (z,y)7 € R? und f mit der Funktion F': D C
R* — R? F(z,y) = (u(z,y),v(z,y))" = (Ref(z +yi), Imf(z + yi))". Es gilt

Pl = (s o)

Es folgt mittels der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
detF’(Ia y) = ux({l/‘, y)vy(% y) - uy(l‘a y)’[)x(l’, y) = Ui(ﬂ?, y) + u?j(xv y)

Da f'(z0) = uz(xo,v0) + uy(z0,y0)i # 0 folgt daraus detF’(zg,y0) # 0. Somit kénnen wir den
Satz iiber die lokale Invertierbarkeit reell differentierbarer Funktionen anwenden und finden somit
Umgebungen U von zp und V' von f(zg), so dass F': U — V bijektiv ist und

(F7)(w) = (F'(FH(w))™" YweV
gilt. Wir erhalten durch Inversion der Matrix fiir w € V

vy (e (FT W)y (F M w)\ T 1 vy(F~H(w))  —uy(F~H (w))
(B ) (w) = <vx(F_1(w)) vy(F_l(w))> T 2(F(w)) + 2 (FL(w)) (—w(F‘l(w)) u (F~ (w )-)

Sei F~1(w)) = @(w) + o(w)i fiir w € V. Unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen erhalt man

fiir alle w € V. Damit ist f~! in V holomorph und man erhilt fiir beliebiges w € V'

) — o) gty — BT @) T w) 1
(7 ) = ™ ) + 8™ ) = e s ) = Tl




