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1. Ubung mit Losungshinweisen

Gruppeniibungen
(G 1)
(a) Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen z in der Form x + yi mit z,y € R dar:
_ 101
245 .
0)z=7 1 2;, i)z = (14, neN, ii)z= ;(31)’“, iv) z = Re(2e'™/3).

(b) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte in C:
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(ii) Mit Hilfe der Polardarstellung komplexer Zahlen erhalten wir
2= (1+1)%F3 = ( \/§eiﬂ-/4)8”+3 _ \/§Sn+3ei(8n+3)w/4 _ \/§Sn+3ei2m oi37/4
_ \/§8n+3ei3ﬂ'/4 — 24n+1(\/§ei3ﬂ'/4) — 24TL+1(_1 + 1) — _24TL+1 4 24n+1i.

Losung: (a) (i) = i.

o] co
ot ©

(iii) Die endliche geometrische Summe liefert
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(iv) z = Re(2¢'™/3) = 2Re(cos(n/3) + isin(r/3)) = 2 cos(r/3) = 1.
(b) (i) Es gilt

4 —2i V16 + 4 10
~| = =1/-—= <L
S+1i 25+1 13
Also konvergiert die geometrische Reihe )7 ( 451%1)", woraus folgt, dass die unter-

suchte Folge eine Nullfolge ist.

(ii) (1+1i)/V/2 ist eine achte Einheitswurzel. Da jede Zahl n! fiir n > 4 durch acht teilbar
ist, gilt
(1+ i)/V2)" =1 fiir alle n > 4.

Der gesuchte Grenzwert ist also 1.



(iii) Esist |(141i)/2| = 1/v/2 < 1, also konvergiert die untersuchte geometrische Reihe und
nach der Formel fiir diese haben wir
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(G 2)

(a) Fiir welche Punkte auf dem Rand ihres Konvergenzkreises konvergieren bzw. divergie-

ren die Potenzreihen
oo 1 o0
E —z" bzw. g z"?
n
n=1

n=1
Geben Sie weiter eine Potenzreihe an, die auf dem Rand des Konvergenzkreises sowohl
divergentes als auch konvergentes Verhalten aufweist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : {2z € C: |z| < 1} — C mit

injektiv ist.
Losunag: (a) Es gilt
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d.h. der Konvergenzradius der beiden Reihen ist nach der Formel von Cauchy-Hadamard
jeweils 1. Sei nun z € C mit |z| = 1 gegeben. Dann gilt

1 =1 1
2| = gkl =2 o

was eine konvergente Majorante ist. Also ist die erste Potenzreihe auf dem gesamten Rand
des Konvergenzkreises konvergent.

Im Falle der zweiten Potenzreihe beobachten wir, dass fiir alle z € C mit |z| = 1 die sum-
mierte Folge konstant Betrag eins hat, insbesondere also keine Nullfolge sein kann. Damit
konvergiert die zweite Potenzreihe an keinem Punkt auf dem Rand des Konvergenzkreises.

Betrachten wir schliefllich die Potenzreihe > 2 | %z", so hat diese ebenfalls Konvergenzradius

eins (wie oben), und diese divergiert fir z = 1 (harmonische Reihe) und konvergiert fiir
z = —1 (alternierende harmonische Reihe).

(b) Mit Hilfe der geometrischen Reihe gilt fiir alle z € C mit |z| < 1
9] 2 P
f(dzz(%z") :7(1_2)2.

Seien nun v, w € {z € C: |z| < 1} gegeben. Dann gilt dank v # 1 und w # 1

f(v) = f(w) <= (1_1),0)2 = (1 _ww)Q

—= vt =wt+w? = v—w=ovwl—w).

— v(1 - 2w+ w?) = w(l - 2v+v?)

Also ist dann entweder v = w oder vw = 1. Dieser zweite Fall kann aber nicht eintreten,
denn wegen |v| < 1 und |w| < 1 muss natiirlich auch [vw| < 1 sein. Also ist v = w und damit
f injektiv.



(G 3)

(a) Geben Sie Wege v, : [0,27] — C und 7, : [0,27] — R? an, die jeweils die einmal
positiv durchlaufene Einheitskreislinie als Spur haben.

(b) Weiter betrachten wir die Funktion f : C\ {0} — C mit f(z) = 1/z. Geben Sie das
Vektorfeld F : R*\ {(0,0)} — R? an, das dieser Funktion entspricht, wenn man C mit
R? identifiziert, d.h. mit F(z,y) = (Re(f(z + yi)), Im(f(z + yi)))T.

(¢) Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ F(x) dx.
V2

.. ; t
LOSUNG: (a) y1(t) =%, t€[0,2n], und oft) = <C?S( )>’ t €10, 2],
sin(t)
tun das gewiinschte.
(b) Es gilt fir z=2+yi € C\ {0} mit z,y € R
1 1 T —yi T Y

f(Z):;: syl 2Z+2 2t y? _x2+3/21.

Wir setzen also

T
T -y

(c) Es gilt
27
/ F(x) dx = /0 Fly(t)) - 1h(t) dt
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t) +sin?(t)” cos?(t) + sin?

2m 2m
= / (—2)sin(t) cos(t) dt = cos?(t)| = 0.
0 0

Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)

(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene:
(i) {2z € C;|z|] <1 —Rez},
(i) {z€C;Re (2) =1}
(b) Berechnen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung
S +1=0.
LosunG: (a) (i) Wir betrachten z = z + yi mit z,y € R. Damit folgt
2] <1—Rez <<= vVa?+y2<1l—u.

Wir kénnen somit z < 1 annehmen. Mittels einer einfachen Rechnung erhalten wir fiir

r<lundyeR
Vaz+ iyl <l—z < 3> <1-2z.



Damit folgt
{2€C;|z|<1—Rez}={z=a+4yi;y> <1-2z}.
Dies entspricht der Menge aller Punkte (z,y)? im R?, die von der xz—Achse und der
Parabel y? = 1 — 22 eingeschlossen werden.
(ii) Betrachte z = x + yi mit 2,y € R?\ {(0,0)7}. Wir erhalten
1 1 T — Yl T — Yyl

z w+yi  (ztyi)(e—yi) x2+y?

Damit erhalten wir
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1
mzi(:v2+y2) = (m—1)2+y2:1.

Es folgt {z € C;Re(1) =3} ={z=a+yi;y #0,(x — 1)+ y> = 1}. Diese Menge
ist der Kreis um (1,0) mit Radius 1 ohne den Punkt (0,0)7.

(b) Wir machen den Ansatz z = re® mit » > 0 und ¢ € [0, 27[. Damit muss wegen ™ = —1

gelten
6601 _ i

Es folgt sofort » = 1. Weiterhin erhalten wir die Bedingung
6¢t = kmi + 2kmt mit k € Z.
Wir erhalten die sechs verschieden Lésungen eFHE) mit k = 0,...,5.

(H 2) (6 Punkte)

(a) Bestimmen Sie jeweils den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen

N 3R+ R\,
) g <2k2+1> =
S (),
(ii) Z (2]{:)!2 :
k=0
(b) Es sei p € [0,00] der Konvergenzradius der Potenzreihe > . a;z*. Bestimmen Sie

den Konvergenzradius der Potenzreihe >y af z2".

LOsunG: (a) Wir berechnen den Konvergenzradius mit der Formel von Cauchy-Hadamard: Es

gilt

i o] 3Kk2 +k\* i 3k2+k\ 3

11m su — = limsu - — = —.
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Wl

Damit erhalten wir p =

[N

(b) Sei ay := (B fiiy k € N. Wir untersuchen

(2k)!
poaksn (R DD2RR L (k4 1R (2K)!
oo an koo (R2(2(K + 1) koo (KN)2(2k + 2)(2k + 1)(2Kk)!

Y (k+1)?  k+1 k+1 1
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Damit erhalten wir fiir den Konvergenzradius p = 4.



(c) Wir betrachten zuniichst die Potenzreihe > 30, a2zF. Es gilt

2 2 1
limsup {/a? = limsup k — oo (5/|ak|) = <limsupk — 001/ |ak|> = .
p

k—o00

Damit besitzt die Potenzreihe )7 aizk den Konvergenzradiustenz p?. Nun betrachten wir
die Potenzreihe > 70 a2z% = 3%  a?(2¥)2. Diese konvergiert fiir alle z € C mit [2?| < p?
und divergiert fiir alle komplexen z mit |22| > p?. Also ist der Konvergenzradius der in der
Aufgabenstellung gegeben Potenzreihe p.

(H 3) (6 Punkte)

Es sei v der Weg, der sich aus dem durch ~(t) = (£2,¢)T, t € [0, 7], parametrisierten Weg
und dem Geradenstiick von (72, 7) nach (72, 7?) zusammensetzt. Weiter betrachten wir das
Vektorfeld F : R? — R? mit F(z,y) = (sinz, y3)T.

(a) Parametrisieren und skizzieren Sie 7.

/7 ()

(c) Geben Sie eine komplexe Parametrisierung des selben Weges (gesehen als Funktion
nach C) an.

(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral

LOsuNG: (a) Wir erhalten als Parametrisierung

(b) Wir erhalten mit den iiblichen Rechenregeln fiir Kurvenintegrale
71_2
/ F(x) dx = / (sin (t2),¢%) - (0,1) dt
72 ™
2

:/ 3 dt

Lgx2 1 4 4

(c) Eine komplexe Parametrisierung ist gegeben durch

24t T
() = {t i, te 0]

w2+ ti Lt € [m ).



