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Gewohnliche Differentialgleichungen

6. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) (Mathematisches Pendel mit Reibung)

Im Skript, Kapitel IV wird die Gleichung des mathematischen Pendels ohne Reibung dis-
kutiert. Die Gleichung des mathematischen Pendels mit Reibung lautet

u’(t) +eu'(t) +sinu(t) =0, ¢>0,

wobei € > 0 gilt.

(a) Uberfiihren Sie diese Gleichung in das zugehorige System 1. Ordnung v'(¢) = f(v(t)).
(b) Bestimmen Sie die kritischen Punkte des Systems v'(t) = f(v(t)).

(c) Bestimmen Sie das Stabilitdtsverhalten der kritischen Punkte.

LOSUNG: (a) Wir setzen v = (u,v/)T und f(x,y) = (y, —ey — sinz)T. Das zugehérige System 1.

Ordnung lautet nun
uw o
/ o _ _
v(t) = < o ) - < —eu/ — sinu > = ().

(b) Die kritischen Punkte von f, d.h. die Punkte (x,y) mit f(z,y) =0, sind (k~,0) fiir k € Z.

Dfen = e )

(c) Es gilt

—cosx —¢€
sowie

Df(km,0) = < _01 _15 )fﬁr k gerade, und Df(kmr,0)= < (1) _15 )fﬁr k ungerade.

Wir bestimmen zuniichst das Stabiltidtsverhalten der kritischen Punkte (kw,0) fiir k gerade:
Das charakteristische Polynom von D f(km,0) ist durch p;(A) = A% + e) + 1 gegeben. Als
Eigenwerte erhélt man
g2 —4

1

€
Ajp=—==%
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Wir unterscheiden nun zwei Falle.
Fall 1: ¢ < 2.

In diesem Fall ist €2 — 4 < 0, d.h. 4/ 524_4 € iR . Also gilt ReA; = ReAy = —§ < 0. Nach dem

Prinzip der linearisierten Stabilitét (Kapitel IV, Theorem 1.3) sind die kritischen Punkte




(km,0) fir k gerade asymptotisch stabil.
Fall 2: € > 2.

In diesem Fall ist 4/ 524—4 € R und es gilt 4/ 824_4 < \/% = 5. Die beiden Eigenwerte Ay,

sind reell und negativ. Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitidt (Kapitel IV, Theorem
1.3) sind die kritischen Punkte (k7,0) fiir & gerade asymptotisch stabil.

Nun bestimmen wir das Stabiltétsverhalten der kritischen Punkte (k,0) fir & ungerade:
Das charakteristische Polynom von D f(km,0) ist durch pa(A\) = A2 + e\ — 1 gegeben. Als
Eigenwerte erhélt man

€ g2 44
Al/z:_ii 4 .

Es gilt \/5%4 > \/% = 5. Somit liegt jewils ein positiver und ein negativer Eigenwert vor.
Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitét (Kapitel IV, Theorem 1.3) sind die Punkte
(km,0) fiir &k ungerade instabil.

(G 2)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die folgenden Differentialgleichungen:
(i) ¥"(t) =4/ (t) +4y(t) =0, t=0, (i) y"(t) = 2y"(t) + 2/(t) —y(t) =0, =0

LOSUNG: (i) Das charakteristische Polynom ist A(A) = A2 — 4\ +4 = (A — 2)%. Es hat \; = 2
als Nullstelle mit Vielfachheit 2. Nach Kapitel III, Satz 5.3 bilden

o1(t) = e, o(t) =te*
ein Fundamentalsystem.

(i) Hier ist A(A) = A3 —2A2 42X\ —1 = (A —1)(A2 — A +1). Daher sind die Nullstellen von A())

gegeben durch
1+ /3i 1—/3i
5 MT g

M=1, A=

Somit ist
¢i1(t) =, o) =M, ga(t) =M

ein Fundamentalsystem. Um ein reelles Fundamentalsystem zu bestimmen, definiere

i) = ¢i(t)

valt) o= %(¢2(t) + ¢3(t)) = % (e%tﬂét + e%tﬂ'?t) — ezt cos 7315
B0 = 2620~ 6ul0) = e sin L1

(1 1. . . o 1 (1 1 b2\ . _

Da 3 <1 1 invertierbar ist, und we) ~2\1 —1) \gs) ist auch 1, Y9, 93 ein Fun-
damentalsystem.

(G 3)

Es sei A € C"*". Zeigen Sie:

(a) Aus der Stabiltét der Nulllosung des Systems y/(t) = Ay(t) folgt im Allgemeinen nicht
die Attraktivitat der Nulllésung.

(b) Ist die Nulllosung des Systems y'(t) = Ay(t) attraktiv, so ist sie stets auch stabil,
damit also asymptotisch stabil.

Bemerkung: Im Allgmeinen folgt aus der Attraktivitét einer Losung nicht die Stabilitét
der Losung.



LosunaG:  (a) Wir betrachten

A:((l)()l).

Die Eigenwerte von A sind #i. Das Phasenpotrait des Systems 1y’ = Ay ist ein Wir-
bel/Zentrum. Man erkennt sofort, dass die Nulllésung stabil, aber nicht attraktiv ist.

Wir nehmen an, die Nulllosung ist attraktiv, d.h. nach der Definition (Kapitel III, Definition

4.6) existiert ein § > 0, so dass fiir alle Losungen u(t) = 4z von

{z’(t) = Ax(t),
z(0) = o,

mit |z < § gilt:
lim |u(t)| = lim || = 0.
t—o0 t—o0
Insbesondere kénnen wir also zg = g - e; setzen, wobei e; den i-ten Einheitsvektor des R"
bezeichnet, und wir erhalten
o .
B Jim e (es)| = 0,
d.h. die Norm der n-Spalten von e/ konvergieren alle gegen 0 fiir t — oo. Also folgt ins-
besondere, lim; .o ||e*4|| = 0, d.h. die Matrixnorm von e geht gegen 0 fiir t — oco. Diese
Beobachtung zusammen mit der Stetigkeit von ¢ — e*4 garantieren nun die Existenz einer
Konstante M, so dass ||e!4]| < M fiir alle t > 0.
Sei nun € > 0 vorgegeben. Um die Stabilitdt der Nulllésung zu beweisen, muss gezeigt wer-

den, dass ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Losungen z(t) = et4wg von

{ W) = Au()

mit |wo| < § gilt:
|2(t)] = |eMwo| <& t>0.

Setzen wir nun § = 17> dann erhalten wir
e wo| < [|e[Jwo| < Mlwo| < e

fiir alle |wp| < & und somit haben wir die Stabilitéit der Nulllésung gezeigt.



