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Analysis III
Gewöhnliche Differentialgleichungen

5. Übung

Gruppenübungen

(G 1) (Lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten)

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem für die folgenden Differentialgleichungssyste-
me:

1.
y′1(t) = y1(t) + y2(t),
y′2(t) = y2(t),
y′3(t) = 2y3(t),

2.
y′1(t) = y1(t)− y2(t),
y′2(t) = 4y1(t)− 3y2(t).

(b) Ist die Nulllösung jeweils (asymptotisch) stabil?

(G 2) (Phasenbild)

Skizzieren Sie das Phasenbild des Systems aus Aufgabe (G 1)(a)2.

(G 3) (Operatorhalbgruppen im Rn)

Eine stetige Abbildung T : R+ → L(Rn) für die

1. T (0) = Id und

2. T (s + t) = T (s) · T (t) für alle s, t ∈ R+

gilt, wird stetige Operatorhalbgruppe genannt. Zeigen Sie, dass für jede stetige Operator-
halbgruppe T : R+ → L(Rn) ein eindeutig bestimmtes A ∈ L(Rn) existiert mit

T (t) = etA für alle t ∈ R+.

Gehen Sie dabei folgendermaßen vor:

(i) Zeigen Sie, dass
∫ ε

0
T (s)ds für ein hinreichend kleines ε > 0 invertierbar ist. Zeigen

Sie hierfür, dass (Id − B) für B ∈ L(Rn) mit ‖B‖ < 1 stets invertierbar ist mit der
Inversen

∑∞
k=0 Bk.

(ii) Betrachten Sie T (h)−Id
h

∫ ε

0
T (t)dt, um die Differenzierbarkeit von T in 0 zu zeigen.

(iii) Zeigen Sie, dass T differenzierbar ist und eine geeignete Differentialgleichung erfüllt.



Hausübungen

(H 1) (Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem zu dem folgenden System von Differentialgleichun-
gen:

x′ = 2x− y + 2z

y′ = x + 2z

z′ = −2x + y − z

(H 2)

Entscheiden Sie, ob die Lösungen y0 ≡ 0 und y1 ≡ 1 der Differentialgleichung y′ = −y(1−y)
stabil oder instabil sind.

(H 3)

Es sei A ∈ Rn×n eine Matrix, so dass Reλ 6= 0 für alle Eigenwerte λ von A gilt. Zeigen
Sie: Es gibt Untervektorräume Us und Ui von Cn mit Us⊕Ui = Cn, so dass etAxs → 0
für t →∞, falls xs ∈ Us und ‖etAxi‖ → ∞, falls xi ∈ Ui \ {0} gilt.

(*) (Zusatzaufgabe ohne Wertung) Zeigen Sie, dass {A ∈ L(Cn) : σ(A) ∩ iR = ∅} offen
und dicht in L(Cn) ist.


