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Gewdhnliche Differentialgleichungen

4. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) (Reduktionsverfahren von d’Alembert)

(a) Sei I C R ein Intervall und
A [ ) an() ) ] — (R
( ax (t) ax(t) (R°)

eine stetige Abbildung. Die Differentialgleichung /() = A(t)y(t) besitze die spezielle
Losung ¢ = (Z;) : I — R?. Im Teilintervall J C T gelte ¢,(¢) # 0 fiir alle ¢t € J. Zeigen

Sie: Man erhiilt eine zweite Losung v : J — R? durch den Ansatz

cauo2) (1)

wobei u, g : J — R differenzierbare Funktionen sind, die den folgenden Differential-
gleichungen geniigen:

g'— (a a ¢2)g U — a12g
= 22 — A127—— ) = /9.
o1 03}

(b) Nun betrachten wir fiir £ > 0 das folgende homogene Differentialgleichungssystem:

Yy = %yl — Y2

Yy = t%yl + %yz
Schreiben Sie dieses System in Matrix-Form und geben Sie ein Fundamentalsystem
an. Verwenden Sie dabei die Methode aus Teil (a).

LosunaG: (a) Es gilt auf dem Intervall J:

! U
Voo < Wﬁ;bj-g )
= < ,“I¢1+1/L¢>/1 ,)
u g+ ugy +g
_ “29¢1 + u(andr + aiads)
( (%g + u(ag1¢1 + asegs) + (age — alz%)g )
ajiugr + arz(ugsz + g)

B < ag1u®1 —|—a22(u¢2 +g> )
= Ai.



(b) Mit y := (Z;) kann man das System in die Form ¢/(t) = A(t)y(t) bringen, wobei

wo=(1 )

ist. Durch “scharfes” Hinsehen bekommt man als erste Losung z.B. ¢(t) = (Z) (Probe
machen!).
Die beiden Differentialgleichungen aus Teil (a) lauten angewendet auf diesen Fall:
2 t 1 1
! _ !
g = (E - 1;2)9— ;g und w = —tjg-

Also ist zum Beispiel g = ¢ eine Lésung von ¢’ = % g. Die zweite Differentialgleichung v’ = %

wird durch u(t) := Int gelost. Jetzt kann die Formel aus der (a) benutzt werden, und man
erhiilt eine zweite Losung 1 fiir v/ (¢t) = A(t)y(t):

— ¢1(t) 0 [ —t’Int
() = ult) ( o) ) T\ gt) )T Utmest )
Die Wronski-Matrix ist gegeben durch
t2  —t?Int
Z(t)_<—t t-i—tlnt)’
Da det Z(1) = 1 # 0 gilt, ist Z sogar eine Fundamentalmatrix und {¢, v} ein Fundamental-
system.

(G 2)

(a) Es sei A :[0,00) — L(R") stetig mit spur A(t) < —-5 fiir ¢ € [0,00), und sei Z ein
Fundamentalsystem von y/(t) = A(t)y(t). Zeigen Sie, dass dann

tlim det Z(t) =0
gilt.

(b) Essei A:[0,7] — L(R") stetig und X bzw. Y seien Fundamentalsysteme von z'(t) =
A(t)x(t) bzw. y'(t) = —AT(t)y(t) mit X(0) = Y (0) = Id. Zeigen Sie, dass dann

X()=" )",  telo]
gilt.

LosunG:  (a) Nach dem Satz von Liouville (Kapitel III, Satz 1.6) gilt

det Z(t) = det Z(0) exp ( /O pur A(s) ds> < det Z(0) exp < /O t_led d5>

1
< det Z(0) exp(—1In(t+ 1)) < det Z(0) Pt

Daraus folgt det Z(t) — 0 fiir t — oo.

(b) DaY ein Fundamentalsystem ist, gilt nach Kapitel ITI, Bemerkung 1.5, dass Y'(t) = — AT ()Y (¢)
ist. Somit erhalten wir

(YT = =) Ty ()T = ()T ATOY @) T e) T = A T)

Somit ist (Y (¢))~! eine Losung der Gleichung Z'(t) = A(t)Z(t). Da aber X ein Funda-
mentalsystem fiir das System 2/(t) = A(t)x(t) ist, folgt dass X ebenfalls eine Losung dieser
Gleichung ist (vgl. Kapitel IIT, Bemerkung 1.5). Da X (0) = Y(0) = (Y(0))~! = Id, folgt auf
Grund der Eindeutigkeit (beachte hier, dass man die Differentialgleichung Z'(t) = A(t)Z(t)
komponentenweise auffasst), dass X (t) = (Y'T(t))~! gilt.



(G 3)

Es seien A, B zwei n x n Matritzen iiber C. In der Vorlesung wurde die Matrix-Exponential-
Funktion e : Zjio ],tj AJ fiir beliebiges t € R definiert. Insbesondere gilt also €% := Id.
Beweisen Sie nun die folgenden Aussagen:

a) Es gilt e/4+8) = ¢tetB falls AB = BA gilt.

b) elstD4 = es4 . et fiir alle s,t € R,

(c) 4 (€ ) Aeth,

(d)(t) = e fiir alle t € R.

(e) etdiasidn) — diag(et ... ) fiir alle t € R.
(f) et AHtMd = eAel4 fiir t € ]R und reC.

(g) Aus e!AFP) = et4etB fiir alle t € R, folgt AB = BA.
LosunaG: (a) Gilt AB = BA, so ist

(A+ B) = EJ: (2) AFBITF,

k=0
und mit dem Cauchy-Produkt erhalten wir
H(A+B) — t/ RN RAYs k pj—k
— b J— h J—
e = D 4+B —Z-;Z(JAB
j=0 §=0"" k=0
©  J ik Ak 4i—k pi—k X i gn X ym pm
th AN IR BY t"™ B
k! (j—k)! n! m!
7=0 k=0 n=0 m=

(b) Diese Aussage folgt direkt aus (a).

(¢c) Um diese Aussage zu beweisen beachten wir, dass aus (b) fiir alle ¢,h € R die Gleichung

e(t-l—h)A _ etA ehA —Id

_ A
h T n
folgt. Es bleibt also nur noch limy_,g ehAh_I d — A zu zeigen. Dies folgt allerdings aus
el Id )i~ ||A”J elhl Al — 1
L E Z R BT

fir h — 0 (beachte, dass wir hier eine bekannte Eigenschaft der reelwertigen Exponential-
funktion ausgenutzt haben).

(d) Nach (a) ist ee™ = I. Also ist e” invertierbar und (e)™! = e=4.

() Aus LA ist bekannt (oder man zeigt es induktiv), dass (diag(Aq, ..., A))? = diag(M, ..., M,).
Daraus folgt nun die Aussage.

(f) Beachte, dass die Matritzen tA und AId kommutieren. Also folgt aus (a) und (e)
GATA _ MAGtA _ giao (D M)t = et

(g) Es sei etA1B) = ¢t4etB fiir alle t € R. Wir leiten zweimal an der Stelle ¢ = 0 ab und erhalten

d? ‘
a (A—i—B)‘ — (A + B)?
az© t=0 (A+B)7,
und
d2 tA tB A2 AB B2
@(e € ))tzoi +2 B

Somit folgt AB = BA.



Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)

(a) Entscheiden Sie, ob die Funktionen f, g, h linear unabhéngig sind.
1. f(z) =sin®*x —sinx, g(x) = —1 +sinz, h(z) = cos® z.
2. f(x) = (23,22, 2)7, g(z) = (sin®z,sinx,0)T, h(z) = e*(1,1,1)T

(b) Berechnen Sie fiir die Funktionen f, g, h aus (a) 2. die Wronski Determinante

det(f g h)

an der Stelle z = 0. Vergleichen Sie das Ergebnis mit Threm Ergebnis in (a). Ist das
ein Widerspruch zu Bemerkung I11.1.5 des Skripts?

LOsuNG: (a) 1. f4+ h = —g. Also sind die Funktionen linear abhéngig.
2. Sei af + bg + ch =0 mit a,b,c € R. Wir setzen Werte ein.
0= af1 (0) + bgl (0) + Chl(O) =C
0 = afi(m) + bgy(7) + Ohy (1) = 73a

0= 0f2(3) + bga(5) + OhalF) = b

Es folgt also a = b = ¢ =0, das heifit f, g, h sind linear unabhéingig.

0
det | O
0

o O O

1
1 | =0.
1

Das ist kein Widerspruch zu Satz 3.8. das heifit nur, dass es kein lineares Anfangswertproblem
3. Ordnung gibt, so dass {f, g, h} ein Fundamentalsystem bilden.

(H 2) (6 Punkte)
Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabe (G 1) ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung

Z=0Bt—-1x+ -1y
v =—(t+2)x+(t—2)y

Hinweis: Eine Losung des Systems ist von der Form (¢(t), —¢(t)).

LOSUNG Der Ansatz (¢(t), —¢(t)) fithrt durch Einsetzen in die Gleichung auf ¢/ = 2t¢, also
¢ = e, Somit ist u; = (ef*, —et*)7 eine Lésung des Systems.

Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe (G 1) ergeben sich fiir g und u die Gleichungen
= (2t —3)g

t2 -3t

also g(t) =e und damit

dies fithrt auf u = (3 — §t)e™3".

2 1 7 1\ e
= — — —t — —t -
o= ((6a) () -

als weitere Losung und {uj, us} ist ein Fundamentalsystem.

Damit ergibt sich



(H 3)
Bestimmen Sie alle Losungen des Systems

o = (3t — )z + (t — 1)y + te*’
Y =—({t+2)x+ (t—2)y— ot

Hinweis: Eine Losung des homogenen Systems ist von der Form (¢(t), —¢(t)), eine andere
ist gegeben durch ((% — %t)e*3t+t27 (g + %t>673t+t2>‘

LOsuNG: Wir wenden die Variation der Konstanten Formel fiir Systeme an und berechnen zunéchst
mit dem Ergebnis aus Aufgabe (H 2)

2 2 1\, —3t+t2 \
-1 (] (g—gt)e
Uy, u =
(u1,u2) (_et2 (L 4 Lpe-ses?
7
9

@

Damit ergibt sich

[ )06 ( < )dtz [ )a

1,3 2,42 2
(gt + 5t +9t>

1,3t 43¢
Ste 5€

Eine spezielle Losung ist also gegeben durch
143, 242 1 2 3 42 8
3 4 242 4 2y o B+t244t-3
(Ul(t)auz(t))( U1t 4030 > =5 ( )
3 9
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