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Analysis Il
Gewohnliche Differentialgleichungen

3. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen
(G 1)
(a) Sei [a,b] C R und M > 0 eine Konstante. Zeigen Sie, dass die Menge
Fi={f € C¥[a,b],R) : |f'(z)] < M fiir alle x € [a,b]}

gleichgradig stetig ist.

(b) Welche der folgenden Teilmengen von C([0, 1], R) sind gleichgradig stetig? Welche sind
relativ kompakt?
Fo=A{f:flx) =a"1<a<2}

Fs={f:f(x)=2"0<a< o}
Fi=A{f:f(x) =ncos (%x),neN}

LOSUNG: (a) Da fiir jedes f € F; die Ableitung durch M > 0 beschrénkt ist, folgt aus dem
Mittelwertsatz, dass |f(x) — f(y)| < M|x — y| fur alle z,y € [a,b], d.h. jedes f € F; ist
Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. = M. Fiir jedes vorgegebene ¢ > 0 kénnen wir
also § = ¢/L wihlen und erhalten |f(z) — f(y)| < ¢ fiir alle |z — y| < 0 und alle f € Fj.
Somit ist F; gleichgradig stetig.

(b) 1. Fiir jedes f € Fo gilt [f(t)] = [¢t*] < 1 fiir t € [0,1] und 1 < a < 2. Somit ist Fy
gleichmiiBig beschrinkt. AuBlerdem gilt fiir jedes f € Fo, dass |f'(t)| = |at* | < 2
fir ¢ € [0,1] und 1 < a < 2. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist
jedes f € Fa Lipschitz-stetig auf [0,1] mit Lipschitzkonstante L = 2. Somit ist F»
gleichgradig stetig. Nach Arzela-Ascoli ist F» relativ kompakt.

2. Betrachte die Funktionenfolge (f,), C F3 definiert durch f,(t) = t". Jede Teilfogle
von (fy)n konvergiert punktweise gegen die unstetige Funktion

0, falls t € [0,1),
t pu—
) {1, falls t = 1.

Somit besitzt (f,)n keine gleichméBig konvergente Teilfolge, d.h. F3 ist nicht relativ
kompakt. Da F3 gleichméfig beschriankt ist (zeigt man analog zu 1.), folgt aus Arzela-
Ascoli, dass F3 nicht gleichgradig stetig ist.

3. Fiir jedes f € Fy gilt |f'(t)] = | —sin (1¢)| < 1 fiir t € [0,1] und n € N. Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist jedes f € Fy Lipschitz-stetig auf [0, 1] mit
Lipschitzkonstante L = 1. Somit ist F, gleichgradig stetig. Allerdings ist F; nicht
gleichméBig beschriankt, da f,(0) := ncos (10) — oo fiir n — oo. Somit ist Fy nicht

n
relativ kompakt.



(G 2)
Essei D ={(t,y) e R? : t? 4+ y* <1} und f : D — R definiert durch

(a)
(b)

f(t,y) = sin <ﬁ) :

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem ¢’ = f(t,y),y(0) = 0 eindeutig losbar ist.

Es sei u : (t_,t;) — R die maximale Losung des Anfangswertproblems aus Teil (a).
Zeigen Sie:

1. —t_ = t+,
2. limy 4, u(t) existiert;

3. 1imt/t+ t2 + UZ(t) = 1

LosunG: (a) Die Funtion f: D — R ist stetig und

(b)

0 1 1
gy (T = cos (1 — +y2>> (1= (2 +y2)

Fiir 0 < A < 1 definieren wir Dy := {(t,y) € R? : 12 + y?> < A}. Fiir alle (¢,y) € D, gilt nun

0 1

Nach dem Mittelwertsatz geniigt f auf D) einer Lipschitzbedingung. Da fiir jeden Punkt
(t,y) € D ein 0 < A < 1 existiert mit (¢,y) € D,, folgt dass f einer lokalen Lipschitz-
bedingung auf D geniigt. Der lokale Satz von Picard Lindel6f garantiert nun die Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung des Anfangswertproblems y' = f(t,y),y(0) = 0 auf einer
Umgebung U von (0, 0).

1. Es sei u : (t_,t4+) — R die maximale Losung des Anfangswertproblems aus Teil (a).
Es ist klar, dass —1 <t_ < 0 <t <1 gilt. Wir nehmen nun an, dass: —t4 < t_ (der
Fall —t; > t_ geht analog).

Fiir t € (—ty,—t_) ist 2(t) :== —u(—t) eine Losung des AWP aus Teil (a), da f eine
gerade Funktion ist. Wegen der Eindeutigkeit der Losung muss z(t) = w(t) fiir alle
t € (t—, —t_) gelten. Nun ist aber die Funtktion @ : (—t4,?4+) — R gegeben durch

ﬁ(t) _ {—U(—t), te (_t-i-vt—]v

u(t), te(t_,ty)

ebenfalls eine Losung des AWP, die u nach links fortsetzt. Dies widerspricht der Ma-
ximalitédt von u. Also muss —t; = t_ gelten.

2. Da|f(t,y)| < 1lfiralle (¢,y) € D, folgt aus dem Mittelwertsatz, dassu : (—t4,t1) — R
Lipschitz-stetig und somit insbesondere gleichmifig stetig ist. Also existiert a :=
limt/t+ U(t)

3. Beachte, dass lim¢ », t* + u?(t) = ¢3 + a®. Wir nehmen an, dass t3 + o® < 1, d.h. der
Punkt (¢4, a) liegt im Inneren von D. Dann exisitiert eine Losung v : [t4,t4 +¢) — R
des Anfangswertproblems y' = f(t,y), y(t+) = a. Nun ist aber

U(t)7 te [t+7t++€)

ﬂ(t) — {u(t)a te (—t+,t+],

eine Fortsetzung der Losung v nach rechts, was aber ein Widerspruch zur Maximalitét
ist. Somit ist t2 + a® =1, d.h (t4+,a) € dD.



(G 3)

(a) Sei f: R xR — (0,00) eine stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitzbedingung
geniigt. Zeigen Sie: Fiir eine maximale Losung

Wit t) =R, von y = f(t.y)

gilt t4 = oo oder limy_, |u(t)| = +o0.

(b) Sei f: R — (0,00) eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitzbedingung geniigt
und sei tg, yg € R. Zeigen Sie:

y'(t) = f(y), y(to) = yo hat eine Losung auf [ty, 00) <= /00 % d¢ = oo.

Bemerkung: Die Aussage in Teil (a) gilt auch fiir Funktionen f : R x R" — R". Vergleichen
Sie die Aussage in Teil (a) mit (G2) (b).

LOsuNG: (a) Seit; < oo. Annahme: Es gibt ein € > 0, so dass «/(t) beschrénkt ist auf [t4—e, ).
Dann ist v nach dem Mittelwertsatz Lipschitz-stetig, also insbesondere gleichméfig stetig
auf [ty — e,t4). Wir kénnen also u stetig nach ¢, fortsetzen. Hieraus folgt

U (1) = Ftult) 5 flteulty)).

Somit ist w auch in ¢4 differenzierbar mit u/(t4+) = f(t4,u(t+)). Nach dem lokalen Exi-
stenzsatz von Picard Lindelof (Kapitel II, Theorem 1.8) gibt es ein § > 0 und ein w :
(ty —0,t4 +9) — R™ mit v’ = f(t,w) und w(ts) = u(ty). Nach dem Eindeutigkeitssatz
(Kapitel II, Satz 1.6) stimmt diese Losung auf (t4+ — §, 4] mit u iiberein. Es folgt, dass

() = u(t) fir te (t-,ty)
w(t) fir t e [ty,ty+90)

eine Losung der DGL ist, die u fortsetzt. Widerspruch zur Maximalitéit von u. Somit ist u'(t)
unbeschrénkt auf [t —e,t;). Nach der Voraussetzung an f ist u streng monoton wachsend,
und somit folgt aus der Unbeschrénkheit von u', dass lim ¢ |u(t)| = +o0.

(b) “=" Sei u eine Losung von y' = f(y), y(to) = yo auf [tp,00). Wegen v’ = f(u) ist u streng
monoton wachsend. Es gilt

00 t t ’U/(S) u(t) 1 fe'e) 1
Lo [ ds = ds = d .
> /tol 5= ), Fan® / ) S/ iGN

“<” Da f Lipschitz-stetig ist, existiert genau eine maximale Losung u von y' = f(y) mit
y(to) = yo (Kapitel II, Satz 1.10). Ausserdem erfilllt f die Voraussetzungen von Teil (a).
Somit gilt fiir das Existenzintervall (t—,¢,) entweder ¢t = oo oder lim;_¢, |u(t)| = co. Ange-
nommen ¢4 # co. Da u wie oben streng monoton wachsend ist, muss gelten lim;_;, u(t) = oo.
Es folgt

> 1 u(®) q t o, t
/ ——ds = lim / ——ds = lim u'(s) ds = lim 1ds = oo.
w f(8) t=tr Sy, f(5) t—tr Jy, flu(s)) =t Jy

Widerspruch. Somit gilt ¢4 = oo.




Hausiibungen

(H 1) (6 Punkte)
(a) Wir betrachten das Anfangswertproblem
y=1+y* y(0)=0
Bestimmen Sie das grofite Intervall, in dem die Existenz der Losung durch Satz 1.11

der Vorlesung garantiert werden kann.

Hinweis: Betrachten Sie das Rechteck R = {(t,y) : 0 <t < a, |y| < b} und bestimmen
Sie das Existenzintervall gemafl Satz 1.11.

(b) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
y=e 4yt y(0)=1
cine Losung auf [0, ] besitzt und dass 0 < y(t) < 2 fiir t € [0, ] gilt.

LOSUNG: (a) Es gilt M = max(;)ecr 1 + y? = 1+ b2, also existiert die Losung fiir 0 < t < o =

min(a, H%).

Wir bestimmen nun das b, so dass a maximal wird. Dies ist der Fall fiir b = 1 und es gilt
o= % Also existiert, falls wir a > % withlen, die Losung fiir ¢ € [0, %]

Bemerkung: Die Losung ist y(t) = tant und diese existiert fiir ¢ € [0, §). Dies zeigt, dass
Satz 1.11 nicht das optimale Intervall liefert.

(b) Es sei R =10,1/9] x [0,2]. Wir berechnen

M = max e_t2+y3:1+23:9.
(ty)eR

Damit existiert die Losung fiir 0 < ¢ < min(1/9,1/9) = 1/9 und in diesem Intervall gilt

y € [0,2].
(H 2) (6 Punkte)
Es sei f: R — R stetig und beschrankt und wy, : [0,1] — R eine Folge von Losungen von
y' = f(y). Zeigen Sie: Ist (ug(0))ren konvergent, so konvergiert eine Teilfolge von (ug)gen
gleichméBig gegen eine Losung u von 3 = f(y).
LOsuNnG: Wir zeigen, dass M = {uy, : k € N} gleichgradig stetig ist.
Es gilt .

ug(t) = ug(0) —i—/o f(ug(s))ds
und damit folgt .
fun(t) ~ (o) = | [ Flun()ds| < Kt~ o
mit K = sup,cg |f(z)|. Dies zeigt die gleichgr;dige Stetigkeit.
Weiter gilt .
|ur(t)] < [ur(0)] +/0 |f(ur(s))lds < |ur(0)] + K

und damit ist, falls uy(0) konvergiert, der Satz von Arzela/Ascoli anwendbar. Dieser liefert eine

att) = Jim () = i (w0)+ [ Flun(s)ds ) =) + [ Ftuts)as,

k—o00

also 16st v die DGL.



(H 3) (6 Punkte)

(a)

(b)

Zeigen Sie: Ist M C C([a, b]) kompakt, so ist M beschriankt und gleichgradig stetig.
Hinweis: Betrachten Sie eine Uberdeckung von M durch e-Kugeln.

Ist die Menge
M = {f; € C(0,1]) : fe(z) =sin(z + 1), t € R}

gleichgradig stetig? Ist sie kompakt?

LOsuNnG: (a) Aus den Analysis Vorlesungen ist bekannt, dass kompakte Teilmengen normierter

Réume beschrinkt sind. Es geniigt also, die gleichgradige Stetigkeit zu untersuchen.

Zue > 0sei B={B(f,e/3): f € M} eine offene Uberdeckung von M mit ¢/3-Kugeln. Da
M kompakt ist, gibt es fi1,..., fn € M mit M C |J;_, B(fi,e/3). Weiter gibt es wegen der
Stetigkeit der Funktionen f; fiir i = 1,...,n Konstanten ¢; mit

[z —y[<d = |filx) - fily)l <e/3.

Wir setzen nun § = min;—; _,(6;). Dann gilt fiir |z —y| <6

|f(z) = fWI < |f(z) = file)| + [fi(z) = fi)] + [fi(y) — fF(y)] <,
da f € B(fi,e/3). Dies zeigt, dass M gleichgradig stetig ist.

Es gilt f{(z) = cos(z + t), also |f{(z)| < 1, also ist M wegen Aufgabe (G1)(a) gleichgradig
stetig. Da M offensichtlich auch beschrinkt ist, folgt mit dem Satz von Arzela und Ascoli
die relative Kompaktheit.

M ist abgeschlossen: Sei f, = fi,, — [ eine in C([0,1]) konvergente Folge aus M. Of-
fensichtlich gilt wegen der Periodizitét der Sinusfunktion M = {f; € C([0,1]) : fi(z) =
sin(z +t), t € [0,27]} und damit 0.B.d.A ¢,, € [0,27]. Da das Intervall [0, 27| kompakt ist,
gibt es eine Teilfolge der (t,,) mit ¢, — to € [0, 27]. Dies ergibt schlieBlich f,, — sin(x+to),
also f = sin(z +t9) € M.

Damit folgt M = M und daher ist M kompakt.



