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Analysis Il
Gewdhnliche Differentialgleichungen

2. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen
(G 1)

(a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen f : R* — R lokalen oder globalen
Lipschitzbedingungen geniigen.

L f(ty)=v
2. f(t,y) = o
3. f(t,y) =€y

(b) Aufdem 1. Ubungsblatt (Aufgabe G2) haben wir gezeigt, dass die Differentialgleichung
y'(t) = +/|y(t)], t € R, mit Anfangswert y(0) = 0 unendlich viele Losungen besitzt.
Warum ist dies kein Widerspruch zu Kapitel 11, Satz 1.67

LosuNG: (a) L |f(t,yn) = f(ty2)l = |7 — w3l = [(y1 + y2)(y1 — v2)| = 2€|y1 — y2| mit
& € (y1,y2). Also geniigt f einer lokalen aber keiner globalen Lipschitzbedingung.

2. Wir haben folgende Abschéitzung:
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Also geniigt f einer globalen Lipschitzbedingung mit Lipschitz-Konstante L = 1.

3. 1f(ty1) — f(t,y2)| = ety — e'ya| = €'|yr — ya|- Also geniigt f einer lokalen aber
keiner globalen Lipschitzbedingung.

(b) Kapitel II, Satz 1.6 garantiert die Eindeutigkeit einer Losung des Anfangswertproblems
y'(t) = f(t,y(t)),y(to) = yo, unter der Voraussetzung, dass f(¢,y) in y lokal Lipschitz-stetig
ist. Die Funktion f(t,y) = 1/]y| ist allerdings in 0 nicht Lipschitz-stetig. Anschaulich gespro-
chen liegt dies am senkrechten Anstieg der Wurzelfunktion bei y = 0. Angenommen f geniige
einer Lipschitzbedingung in einer Umgebung U von y = 0, dann gilt |y/|y[ — 0] < L|y — 0],

fiir eine geeignete Konstante L und alle y € U. Hieraus folgt aber, dass —”y'y‘ = ﬁ < L fiir
y
alle y € U. Dies ist ein Widerspruch, denn —— =0 s}

Vvl



(G 2)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a)
(b)

Ist D C R x R" offen und f € C'(D,R"), so geniigt f in D einer lokalen Lipschitzbe-
dingung.

Geniigt f in der offenen Menge D C R x R" einer lokalen Lipschitzbedingung und ist
K C D kompakt, so geniigt f in K einer Lipschitzbedingung.

LosunG: (a) Kurze Vorbemerkung: Aus Analysis IT wissen wir, dass auf R" alle Normen &qui-

valent sind. Somit kénnen wir hier R™ mit der Maximumsnorm || - ||oc versehen.

Sei nun (tg, o) € D. Dann gibt es eine offene Kugel U, (tg, z¢9) C D um (tg, z¢) mit Radius
r >0, so dass V := U,(tg,x9) C D (hier bezeichnet U, (to,xo) den Abschlul von U, (to, zo)).
Die Menge V ist kompakt und konvex. Fiir f € C''(D,R") schreiben wir nun f = (f1,..., fn),
wobei f;: D - Rfiri=1,...,n.

Da (t,x) — Vfi(t,z), fir i = 1,...,n, eine stetige Funktion ist und stetige reellwertige
Funktionen auf kompakten Mengen ihr Maximum annehmen, folgt die Existenz von

L; = max{||Vfi(t,z)|| : (t,x) € V}
fir i = 1,...,n. Aus dem Schrankensatz (Analysis II, Kapitel VI, Satz 2.9) folgt

|[fit, ) = fi(t, y)] < Lillz = ylloo

fiir alle (¢,z), (t,y) € V und i = 1,...,n. Insbesondere erhalten wir nun mit L := max; L;
die Abschétzung

17t 2) = f{t y)lloo = max|fi(t,x) — fi(t,y)| < Lllz = yllo
fiir alle (¢, z), (t,y) € V. Somit geniigt f einer lokalen Lipschitzbedingung.

Wire die Aussage falsch, dann géibe es zu jedem L > 0 zwei Punkte (t,x),(t,y) € K mit
| f(t,x) — f(t,y)|l2 > L. Insbesondere gibt es dann zwei Folgen ((¢,, zy))n und ((tn, yn))n in
K mit

| f(tn, 2n) — f(Ensyn)ll2 > nllzn — ynll2 fiir alle n € N. (1)

Wegen der Kompaktheit von K existieren konvergente Teilfolgen (¢, )i, (2n,)r und(yn, )k,
deren Grenzwerte wir mit ¢, z und y bezeichnen. Wir betrachten nun Ungleichung (1) nur
noch fiir die konvergenten Teilfolgen. Fiir & — oo konvergiert die linke Seite von (1), also muss
wegen des Faktors ny auf der rechten Seite (||, — yn,|l2)r eine Nullfolge sein, d.h. z = y.
Auf Grund der vorausgesetzten lokalen Lipschitzbedingung von f gibt es eine Umgebung U
von (t,z), so dass die Einschrénkung von f auf U N K einer Lipschitzbedingung geniigt, also
gilt
I/ (E,2) = F(& 92 < LIz = 72,

fiir eine geeignete Konstante L > 0 und alle (£, %), (f,) € U N K. Fiir hinreichend groBes k
liegen die Punkte (t,, , zn, ) und (¢, , yn,) in UNK und somit gilt fiir diese n, die Abschétzung

1F (b @) = f gy Y )ll2 < Lllny, = Y ll2-

Dies ist aber fiir nj, > L ein Widerspruch zu (1).

(G 3) (Aquivalente Metrik)

Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Wir betrachten den Raum C'(I,R") der stetigen
Funktionen f : I — R"™ versehen mit der iiblichen Metrik d, definiert durch

d(u,v) = sup [lu(t) = v(t)]l2, w0 e C(,R"),
tel

wobei || - ||2 die euklidische Norm auf R™ bezeichnet.



(a) Sei L > 0. Zeigen Sie, dass d definiert durch

d(u,v) == sup ||e"FVu(t) — v(t)|]2,  uw,v € C(I,RM),

tel

ebenfalls eine Metrik auf dem Raum C(7,R") definiert.

(b) Zeigen Sie, dass die Metrik d fquivalent zur Metrik d ist, d.h. es existieren Kontanten
0 <m < M mit 3
md(u,v) < d(u,v) < Md(u,v),

fir alle u,v € C(I,R").

(¢) Nun sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum und d eine zu d équivalente Metrik.

Zeigen Sie, dass der metrische Raum (X, d) genau dann vollsténdig ist, falls (X, d)
vollstandig ist.

Losunag: (a) Die Eigenschaften einer Metrik sind klar: Fiir alle u,v,w € C(I,R") gilt

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
Somit ist d eine Metrik.

1.
2.
3.d
4.

(b) Fiir alle t € [a, b] gilt
Somit kann m = e~ (LD und M = e~ (L1 gewihlt werden. Dies beweist die Aquivalenz.

(¢) Wegen der Aquivalenz von d und d existieren Konstanten 0 < m < M mit
md(z,y) < d(z,y) < M d(z,y),

fiir alle 7,y € X. Sei (X, d) vollstindig und (zx)r C X eine Cauchy-Folge bzgl. der Metrik
d. Da fiir alle k,l € N

1 -
d < —d
(zp, ) < - (xk, 1)

gilt, folgt dass (xy ) ebenfalls eine Cauchy-Folge bzgl. der Metrik d ist. Wegen der Vollsténdig-
keit von (X, d) konvergiert (x); gegen ein x € X. Da fiir jedes k € N

d(zg, ) < Md(zg, x)

gilt, konvergiert (z); auch bzgl. der Metrik d gegen & € X. Die andere Richtung geht analog.

Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Funktionen in R x R™ einer Lipschitzbedingung oder
einer lokalen Lipschitzbedingung geniigen.

L fx,y) = zlyl
2. f(z,y) :=sin(|y|™) fir y # 0, f(z,0) = 0 fiir alle x
3. f(t,y) = morpe



Losunc: L. |f(z,y) — f(z,9)] = |2||ly| — [¢/|| < |z|ly — /| Also erfiillt f eine lokale Lipschitz-
bedingung aber keine globale, da |f(z,y) — f(z,1')| =— oo fiir jede festen y # y/'.

2. Erfillt keine Lipschitzbedingung. Ist nicht mal stetig.

3. Die partielle Ableitung g—; = ﬁ ist beschrankt auf ganz R%. Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung gilt fiir alle (¢,11), (t,y2) € R?
of

(o) — Fltyo)] = \ay“’f)’ —

mit € (y1,y2). Daher geniigt f einer globalen Lipschitzbedingung mit Lipschitz-Konstante
L= sup{]%(t,y)\ : (t,y) € R?).

(H 2) (6 Punkte)

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

x
() ¥ = 3o + e VI, y(0) = 1

9
(b) ¥ =y* — 5 y(1) =0;

Hinweis: Riccatische DGL. Erraten Sie eine Losung.

LosuNG:  (a) Wir benutzen Satz 3.1 der Vorlesung (Variation der Konstanten) Damit gilt
x ©_t
y(x) =@ +/ V1 — s2els m1%qs
0

mit G(z) = [ z-7dt = 3 In(1 — 2%) (da x nahe 0). Weiter gilt

T 1 1. 1— 22
——dt = =(In(1 —2?) = In(1 — s?)) = = In(—).
/Stz_ldt S(n(1 %) ~In(1 = %)) = L In(r )

Also folgt

x 1_ 2
y(z) = 1—x2+/ e’v1— s2 . m2ds
0 — S
X
:\/1—332—1—\/1—3:2/ eds
0
=V1-22(1+e"—1)=+1—2a2"

(b) Wie sich leicht nachrechnen lisst, ist yo(z) = 1 eine Lésung der Gleichung y' = y* — % Der
1=

Ansatz u =y — yo fihrt wegen u(1) = y(1) — —1 und

22 12
/ f— —_— J—
u(:z:)—y(x)%—x +-
12

=y’ (x) - =

= u(z)® + ;u(w)

auf das AWP o' = u? + 2u, u(1) = —1 fiir u.



Dies ist eine Bernoulli Dgl. Wir 16sen diese indem wir zunéchst v = % substituieren. Wir
erhalten dann v/ = —1 — 2p, v(1) = —1 als Gleichung fiir v.
Es gilt
el 2/tdt _ —2Intff _ =.
x
Damit ergibt sich als Losung der homogenen Gleichung

Uh($) = C- eflz 2/tdt —_— —

und als spezielle Losung berechnen wir

vg(x) = /gﬁ(_l)@ff 2/tdt g — / —d _ + i
1

Damit ergibt sich

I T
3 322 22 322 3

Mit der Anfangsbedingung v(1) = ¢ = —1 folgt also v(x) = — ® Beachtet man noch

u = % so erhilt man schlieflich

32
_ 32 1
2+ 23 '

(H 3) (6 Punkte)
Es seien S = [0,a] x R mit a € R und f € C(5). Desweiteren geniige f der Bedingung

F() — a2 < Sy =]

fir0<zxz<aundy,z € R, mit k < 1.

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

y' = f(t,y) inJ, y(0)=n

genau eine Losung besitzt und dass sich diese durch sukzessive Approximation berechnen
lasst.

Hinweis: Betrachten Sie den Operator

::Av@m+u@WE

im Banachraum C([0,a]) mit der Norm ||u|| := sup{|u(?)|/t : 0 < ¢t < a} und zeigen Sie,
dass dieser genau einen Fixpunkt besitzt.

Losune: Es gilt

Tu= Tl o 11 (5,4 u(s)) = £(s,m+ o(s))lds

t =t Jo
1 [k
<7 /0 ZJu(s) — v(s)lds
t
<l|lu—wl= [ kds



T ist also eine Kontraktion in C([0,a]) versehen mit der Norm | - |. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz folgt die (eindeutige) Existenz eines Fixpunkts w. Weiter gilt w(0) = 0.

Bleibt noch zu zeigen, dass w + 1 das AWP 16st. Die Fixpunkteigenschaft liefert

t
wlt) = (Tw)t) = [ fls.n+w(s)as
Differenzieren liefert

(w+n)'(t) =w'(t) = f(t,n) undw(0)+n=1.



