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Analysis Il
Gewdhnliche Differentialgleichungen
2. Ubung

Gruppeniibungen
(G 1)

(a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen f : R* — R lokalen oder globalen
Lipschitzbedingungen geniigen.

L f(t,y) =y
2. f(t.y) =
3. f(t,y) = ey

(b) Auf dem 1. Ubungsblatt (Aufgabe G2) haben wir gezeigt, dass die Differentialgleichung
y'(t) = /|y(t)|, t € R, mit Anfangswert y(0) = 0 unendlich viele Losungen besitzt.
Warum ist dies kein Widerspruch zu Kapitel 11, Satz 1.67

(G 2)
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Ist D C R x R™ offen und f € C*(D,R"™), so geniigt f in D einer lokalen Lipschitzbe-
dingung.

(b) Geniigt f in der offenen Menge D C R x R™ einer lokalen Lipschitzbedingung und ist
K C D kompakt, so geniigt f in K einer Lipschitzbedingung.

(G 3) (Aquivalente Metrik)

Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Wir betrachten den Raum C(I,R") der stetigen
Funktionen f : I — R"™ versehen mit der iiblichen Metrik d, definiert durch

d(u,v) ;= sup [lu(t) = v(t)|l2, w,ve C(,R"),
tel

wobei || - ||o die euklidische Norm auf R™ bezeichnet.

(a) Sei L > 0. Zeigen Sie, dass d definiert durch

d(u,v) == sup ||e"EVu(t) — v(t)|]2,  uw,v € C(I,RM),
tel

ebenfalls eine Metrik auf dem Raum C(7,R") definiert.



(b) Zeigen Sie, dass die Metrik d dquivalent zur Metrik d ist, d.h. es existieren Kontanten
0<m<M mit }
md(u,v) < d(u,v) < Md(u,v),

fir alle u,v € C(I,R").

(¢) Nun sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum und d eine zu d équivalente Metrik.

Zeigen Sie, dass der metrische Raum (X, d) genau dann vollstédndig ist, falls (X, d)
vollstandig ist.

Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Funktionen in R x R" einer Lipschitzbedingung oder
einer lokalen Lipschitzbedingung geniigen.

L f(z,y) == xly|
2. f(z,y) :=sin(|y|™) fir y # 0, f(z,0) = 0 fiir alle x
3. [(t.y) = i7orp

(H 2) (6 Punkte)

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

x
() ¥ = o +eVI= y(0) =1,
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Hinweis: Riccatische DGL. Erraten Sie eine Losung.

(H 3) (6 Punkte)
Es seien S = [0,a] x R mit a > 0 und f € C(S). Desweiteren geniige f der Bedingung

k
Fey) — F ) < Sy~ =
fir 0 <z <aundy,z € R, mit k£ < 1.
Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
v =f{ty) inJ y0)=n

genau eine Losung besitzt und dass sich diese durch sukzessive Approximation berechnen
lasst.

Hinweis: Betrachten Sie den Operator

(Tu)(1) ;:/0 (5,7 +u(s))ds

im Raum
X :={ue C([0,a]) : sup |u(t)|/t < oo}
te(0,a]
mit der Norm [lu| := sup,¢ (g q [u(t)|/t. Verwenden Sie ohne Beweis, dass dieses ein Banach-

raum ist und zeigen Sie, dass T" genau einen Fixpunkt besitzt.



