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Analysis 11l
Gewohnliche Differentialgleichungen

1. Ubung mit Losungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)
Losen Sie das Anfangswertproblem
y'(t) = 2ty*(1)
y(0) =40 >0
Geben Sie das maximale Intervall an, in dem die Losung existiert.

Losuna: Fiir eine Losung y des Problems gilt wegen y(0) > 0 auch y(¢) > 0 in einer geeigeten
Umgebung von 0 (warum?). In dieser Umgebung gilt dann

y'(t)

Integration und Substitution s = y(¢) liefert dann

¢ Lo/ y(t)
0 0 yi() w S vo y(t)

Durch Auflésen dieser Gleichung nach y(t) erhalten wir

Yo
t) = .
Man sieht durch leichtes Nachrechnen, dass diese Funktion fiir |[t| < —— wirklich eine Losung

Vo
liefert. Sie 1d8t sich aber nicht iiber dieses Intervall hinaus fortsetzen, da y an den Intervallenden

unbeschrankt wird.

(G 2)

Wir betrachten die Differentialgleichung v/'(z) = v/|y(z)|, = € R.
(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes zp € R die Funktion

@2l falls 7 >
y(x) = T alls © > xg,
0, falls = < xg

eine Losung dieser Differentialgleichung ist und erraten Sie noch eine weitere (offen-
sichtliche) Losung.

(b) Skizzieren Sie eine Auswahl dieser Losungen in ein Schaubild.



(c) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem zu dieser Differentialgleichung mit y(0) = 0
unendlich viele Losungen hat.

(d) Gibt es ein yo > 0, so dass das Anfangswertproblem mit y(0) = y, eindeutig losbar
ist?

LOsUNG: (a) Fiir alle x < zg gilt ¢/ (z) = 0 = /|0| = \/|y(z)| und auch fiir alle z > z haben

(@) = 5o = an) = o — ol = || C2E =

Wir untersuchen also noch x = xg. Es gilt

_ 2 _
lim y(@o +h) — y(ao) = lim f 0 =limh=0
h\0 h rN\O 4h h\0
und
iy Y@+ 1) —y(@o) _ . 0 _ 0.
h,0 h h,/0h

Also ist y stetig differenzierbar auf R (man beachte, dass das eine der Bedingungen aus der
Definition von Losung einer Differentialgleichung ist!) und es gilt auch in xg

y'(z0) = 0= v/[y(=o)l.
Die weitere leicht zu erratende Losung ist y = 0.
(b)
(c) Nach Teil (a) ist jede Funktion der Form

=m0 sz >
y:vo(x) = { 4 ’ =0

0, falls x < xg

eine Losung der Differentialgleichung und fiir alle g > 0 gilt auch y;,(0) = 0. Fir alle
xo > 0 ist also y,, eine Losung des Anfangswertproblems und diese Losungen sind auch alle
offensichtlich verschieden. Da es unendlich viele positive reelle Zahlen gibt, hat das gegebene
Anfangswertproblem damit unendlich viele verschiedene Losungen.

Hausiibungen

(H1) (6 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem
y(t)=y’(t), tel, y0)=1

und bestimmen Sie das maximale Intervall I C R, fiir das die Losung existiert. Wie verhélt
sich die Losung am Rand dieses Intervalls? Begriinden Sie, warum sich die Losung nicht
fortsetzen lasst.

LosuNG: Mit Trennung der Variablen ergibt sich fiir y # 0

/Ot Y ()y =3 (t)dt = /Ot 1dt



also

und damit

Auflésen nach y ergibt

y(t) = (=2t +1)"2.

Man sieht, dass die Rechnung fiir ¢t € (—o0, 1/2) giiltig ist. Fiir t — 1/2 geht die Losung gegen un-
endlich. Deshalb kann es nach Rechts keine stetige Fortsetzung von y geben. Damit ist (—oo,1/2)
das maximale Intervall, in dem die Losung existiert.

(H 2) (6 Punkte)

Gegeben sei eine Differentialgleichung, mit der Form ¢/(t) = f(y/t), d.h. die rechte Seite
ist eine Funktion von y/t.

(a) Zeigen Sie, dass eine solche Differentialgleichung in eine Gleichung umgeformt werden

kann, die durch Trennung der Variablen gelost werden kann.

(b) Losen Sie die Gleichung

()

LOSUNG:

falls y(t) > 0.

Es sei g(y,t) = ﬁ—z Geben Sie eine Funktion f an, so dass f(y/t) =
ist es trotzdem schwierig, die zugehorige Differentialgleichung /()

zu losen?

g(y,t) gilt. Wieso
= g(y,t) explizit

(a) Es sei v(t) = y(t)/t, also y(t) = tv(t), dann gilt ¢/ (t) = tv'(t) + v(¢). Die Differen-

tialgleichung fiir v lautet daher tv’ + v = f(v). Diese ldsst eine Trennung der Variablen zu,

denn

' +ov=fv) & v==(f(v)-v).

(b) Hier ist speziell f(v) = 2v + v? und es gilt

1 1 1 1

f)—v v?+v v v+l

Damit erh&lt man durch Integration

1 1 1
/ dv:/— dv
v2 4+ v v wv+1

=Inv] —In|l + v

Mit der Gleichung ergibt sich

In 1’—10)-|v| =Int+c
Auflésen nach v (Beachte v > 0):
C
v — et
1—ect
und daher
et?
y pr—y

1—ect



(¢) Wir rechnen

t+y  l4y/t

= t
i G fy/t)
mit f(z) = 12£. Weiter gilt
1+ v?
f('l)) —Uv= 1 —
und damit ergibt sich mit Trennung der Variablen
1—w 1 1
m = arctan(v) + Zm =Int.

Die Explizite Losung der Differentialgleichung ist deshalb schwer, da man die obige Gleichung
noch nach v auflésen muss.

(H 3) (6 Punkte)

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem
y(r) =21 +y*x), x>0, y0)=0
(b) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
y = cos(z +y)

Hinweis: Substitutieren Sie z(z) = = + y(x)

yld :Cd

erhélt man arctan(y(z)) = ’“"2—2 + ¢, c € R. Da y(0) =0, folgt ¢ = 0 und somit

LOsuNG: (a) Aus

y(z) = tan (:n2/2) .
(b) Mit z(z) =  + y(z) und ¢’ = 2’ — 1 ergibt sich die DGL
2 =1+ cos(2).

Fall 1: 2/ = 0. Es folgt z(x) = 2n+ 1) -7, n € Z, also y(z) = 2n+1) - 7 — x.
Fall 2: 2/ # 0. Trennung der Variablen ergibt

/Hclos(n)dn:/mg.

Da tan(n/2)" = folgt somit tan(z(z)/2) =z + ¢, c € R, also

1
1+cos(n)?

y(z) = 2arctan(z +c¢) —x, c€R.



