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10. Ubung

Gruppeniibung

G1 Differentiation I
Die Funktion cosh : R — R ist definiert durch

cosh(zx) := % (" +e ™)

und heifit Cosinus Hyperbolicus. Auf (0, 00) besitzt cosh eine Umkehrfunktion arcosh :
(1,00) — (0, 00), diese nennt man Areacosinus Hyperbolicus. Man zeige die Darstellung

arcosh (z) = log (:13 + Va2 — 1) :

Differenziere die folgenden Funktionen auf passenden Definitionsbereichen:

cosh(zx), arcosh (), Jx, o8,

G2 Mittelwertsatz
Beweise mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fiir alle z € (0, 00) die folgende Ungleichung
gilt:
loge <z —1.

G3 Leibniz’sche Formel
Sei D C R, ferner seien f,g: D — R zwei n-mal differenzierbare Funktionen. Beweise
die Leibniz’sche Formel

n . n n—
(70 @ = 3 (1)1 P @) o),
k=0
Diese Formel verallgemeinert die Produktregel.

(Hinweis: Es gilt (7) + (,",) = (") fiir k > 1.)

Hausiibung

H1 Kettenregel II (4 Punkte)
Sei f: (0,00) — R n-mal differenzierbar. Beweise, dass

() -cor((3)

fir alle z € (0, 00) gilt.




H2 Differentiation IT (4 Punkte)

i) Die Funktion f sei differenzierbar in [a,b] und fiir alle = € [a, b] gelte

|[f(@)] +1f'(x)] # 0.

Beweise, dass f in [a,b] nur endlich viele Nullstellen hat.

ii) Zeige die folgenden Ungleichungen mit Hilfe des Mittelwertsatzes:
a) et (b—a)<eb—e? <el(b—a) fir a <b,
b) V1+2x <1+ F fiir alle z > 0.

H3 Taylor-Polynom (4 Punkte)

i) Bestimme den minimalen Grad n € N des Taylor-Polynoms der Funktion e~
Entwicklungspunkt 1, so dass sich das Taylor-Polynom und die Funktion e~

(0,2) hochstens um 0, 1 unterscheiden.

ii) Beschreibe die Funktion —— durch ihr Taylor-Polynom vom Grad n € N mit

1—x

Entwicklungspunkt 0 und zugehorigem Restglied.

2x
2x

mit
auf

Zusatz Differentiation im Schnee (4 Punkte)
Zur Einstimmung auf ein besinnliches Weihnachtsfest seien hier Funktionen auf (0, co)
angegeben, die sich ganz leicht aus ein paar Schneeflocken konstruieren lassen:

Fx) = x5 und  g(x) = (x¥)*.

Wir wollen nun diese Schneeflocken-Funktionen genauer analysieren.

i) Bestimme die Ableitungen dieser Funktionen in der Variable % € (0, c0).
ii) Fiir welche % € (0,00) ist f grofler, kleiner bzw. gleich g7
iii) Dem Weihnachtsmann sind seine Rentiere entlaufen, nun muss er allein mit Hilfe
der Schwerkraft seinen Schlitten bewegen. Er steht im Punkt (0, g(0)) und mochte
sich entlang des Graphen von g von seinem Schlitten tragen lassen. Dabei wird der
Schlitten an der Stelle % € (0, 00) beschleunigt, falls ¢'(x) < 0, und abgebremst,
falls ¢’(x) > 0. Wie weit wird der Weihnachtsmann beschleunigt?

Ein frohes Weihnachtsfest und einen guten Rutsch ins neue Jahr
wiinscht Euch Euer Analysis-Team



