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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Konvergenzbegriffe) (4 Punkte)
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir eine Folge beschréankter Funktionen f,: D — R,
D CR, n €N, die gleichméfig konvergiert, die Grenzfunktion f wiederum beschrénkt ist.
Dies ist bei punktweiser Konvergenz im Allgemeinen falsch.
Gebe ein Beispiel fiir eine Folge beschréankter Funktionen an, die punktweise konvergiert,
deren Grenzfunktion aber nicht beschrénkt ist.
Andererseits gilt aber die folgende Aussage: Falls die Funktionenfolge (f,), gleichméfig
beschrankt ist (das heifit, es existiert ein K > 0 mit |f,(x)| < K fiir alle n € N und alle
x € D) und falls f,, punktweise (nicht notwendigerweise gleichméfig) konvergiert, dann ist
auch die Grenzfunktion f beschrankt durch die selbe Konstante K. Beweise diese Aussage.

Losung: Ein Beispiel ist etwa f,,(x) = min{x,n} es gibt aber beliebig viele ebenso einfache
und vielleicht noch anschaulichere Beispiele. Es ist klar, dass f,, beschrinkt ist durch n
und punktweise gegen die unbeschriankte Funktion f(z) = z konvergiert. Denn fiir festes
x wéhlen wir N > x und erhalten fiir alle n > N, dass f,(z) = z. Konsequenterweise
konvergiert die reelle Folge (f,(x)), gegen f(x).

Um die zweite Aussage zu beweisen, betrachte

|[f(@)] = [lim fp(z)| = lim | f,(2)] < lim K = K.

Diese Abschétzung ist fiir jedes x € D richtig. Also ist f beschrankt durch K.

Aufgabe G2 (Potenzreihen)
Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen. Konvergieren die Reihen in i)
bis iii) auch auf den Randpunkten des Konvergenzkreises?
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Losung:
i) Wir haben limsupy /2% /k!] = 2limsup,(Vv/k!)~! = 0, also ist der Konvergenzradius
r = oo und die Reihe konvergiert fiir alle x € R.

ii) Es gilt limsup,, {/|2F/k2| = 2/(lim supy, {“/EQ) = 2. Damit ist der Konvergenzradius
r= % Fiir die Randpunkte z = :l:% konvergiert die Reihe ebenso.

iii) Wir haben: % = % fiir ungerade k& und % = % fiir k gerade. Damit
ist der Konvergenzradius r = %. Natiirlich konvergiert die Reihe nicht auf den Rand-
punkten des Konvergenzbereiches, da keine Nullfolgen vorliegen.

iv) Es gilt
1\ (-DFR? 1\ Dk
<1 + k) = limsup <1 + > =e.

k k
Damit ist der Konvergenzradius r = 1/e.

limsup
k

Aufgabe G3 (Potenzreihen)
Seien > 727 apr® und Yo brz* Potenzreihen mit Konvergenzradien r; und ro. Wir neh-
men an, r; < ro.

i) Zeige: Der Konvergenzradius r der Potenzreihe )7 apbpx® erfillt > r1ry. Uberlege
ein Beispiel, in dem r > riry gilt.

ii) Zeige: Der Konvergenzradius r der Potenzreihe Y 5o o(ay + by)z® ist r = rq, falls 11 <
r9. Was ist mit dem Fall r; = r9? Gilt dann automatisch die Gleichheit » = 71 = r97

Losung:

i) Wir rechnen

1 1
— = limsup /|agby| < limsup {/|ay|limsup V/|bx| = —
k k k

T riro

und erhalten r > riro. Ein Beispiel fiir die echte Ungleichung wére

{0, fiir k gerade, {1, fiir k gerade,
ap = b

1, fiir k£ ungerade, 0, fiir k£ ungerade.

mit 1 =r9 =1 und r = oo.

ii) Wir nehmen an, r; < ro. Fiir alle z mit |z| < ry gilt dann, dass sowohl > 3% ; axz® als
auch Y2, bpx® absolut konvergiert. Damit ist (nach Umordnung) auch Y72 (ay +
bk)a?k fiir alle solche x absolut konvergent. Also gilt » > r1. Fiir alle x mit r; < x < 79
gilt, dass die Reihe Y 7 (ax + by)z* divergiert als Summe einer konvergenten und
einer divergenten Reihe. Also kann r nicht echt gréfer sein als r1. Es folgt 1 = r.

Sei nun 71 = r9. Dann kann r auch echt grofer sein als r1. Zum Beispiel mit ap = 1
fur alle k£ und b, = —1 fiir alle k. Dann ist offensichtlich r = co und 71 = r9 = 1.



12. Ubung Analysis I (deutsch)
Hausiibung

Aufgabe H1 (Konvergenzbegriffe)
Sei f: R — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass f(z) = 0 fiir alle x ¢ [—1, 1].
Der Einfachheit halber und um Fallunterscheidungen zu vermeiden, nehmen wir an, dass
f nicht identisch Null ist.
Konvergieren die folgenden Funktionenfolgen gleichméfig, punktweise oder gar nicht?
fu(x) = f(z —n),
gn(x) := f(z)/n,
hn(x) := f(z/n),
kn(z) := f(nx),

n € N, z € R. Was ist die jeweilige Grenzfunktion, falls sie existiert?

Loésung: Die Folge f,, konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, aber nicht gleich-
méfig, da || f|| = || f]] > 0 fir alle n.

Die Folge g, konvergiert gleichméfig gegen die Nullfunktion, denn es gilt ||gn| = || f||/7 —n—oo
0.

Die Folge h,, konvergiert punktweise gegen die Konstante f(0). Dies beweist man wie folgt:
Sei z € R und sei € > 0. Wir miissen zeigen, dass |h,(x) — f(0)| < e fiir geniigend grofe n.
Wegen der Stetigkeit von f im Punkte 0 existiert ein 6 > 0, sodass |f(y) — f(0)| < e fir
alle |y| < 4. Fiir alle n > |z|/§ gilt nun, dass |z/n| < 6 und also

hn(2) = f(O)] = [f(z/n) = FO)] <&

was die Behauptung beweist. Unsere Wahl von n hing wesentlich von der Stelle z ab, was
darauf hinweist, dass die Konvergenz nur punktweise ist. Dies ist aber kein Beweis. Um zu
sehen, dass die Konvergenz nicht gleichméfig ist, betrachte man zunéchst den Fall f(0) # 0.
Selbst fiir grofe n finden wir grofte x sodass hy(z) = 0. Also ist ||hy,— f(0)]| > | f(0)] > 0 und
es kann keine gleichméfige Konvergenz vorliegen. Fiir den anderen Fall f(0) = 0 beachte
|hn — £(O)|| = ||hn]| = || f]| > O und wieder kann die Konvergenz nicht gleichméfig gewesen
sein.

Die Folge kj,, konvergiert in x = 0, denn es gilt lim,, k,(0) = lim,, f(0) = f(0). Fir =z # 0
gilt fiir n > 1/|z|, dass k,(x) = f(nz) = 0 und also konvergiert k,(z) gegen Null fiir
x # 0. Damit ist die Folge punktweise konvergent und ihre Grenzfunktion ist unstetig,
falls f(0) # 0. Damit kann keine gleichméfige Konvergenz vorliegen. Im Falle f(0) = 0 ist
die Grenzfunktion die Nullfunktion, und also stetig. Trotzdem ist die Konvergenz auch in
diesem Falle nicht gleichméRig, denn es gilt ||k, — 0] = ||| = || f]] > 0.

Aufgabe H2 (Potenzreihen und Ableitungen) (4 Punkte)
i) Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe Y 32, k2* und finde eine einfache
Darstellung (ohne Reihe) fiir diese Funktion.

ii) Bestimme alle Ableitungen der Funktion f(z) := H% in 2o = 0.
Losung:

i) Der Konvergenzradius ist r = (limsup,_,., vk)~' = 1.
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Da Potenzreihen gliedweise abgeleitet werden diirfen (siche Satz auf Seite 148 im
Skript), gilt:

Z kot =z Z kbt =z Z(xk)/ = Z(xk)l
k=1 = =

k=1 k=1 k=0

_(i) () -

Man vergleiche auch die Aufgabe H3(c) vom zweiten Ubungsblatt.

ii) Die Ableitungen per Hand auszurechnen ist sehr viel Arbeit. Leichter lassen sich alle
Ableitungen (in einem Punkt) aus der Potenzreihendarstellung der Funktion ablesen.
Mit der geometrischen Reihe haben wir

o0

F@) = g = T = ) = D
k

= 37 7 _(_
T+28  1- (2% >

Wir miissen noch die Koeflizienten aj bestimmen, um f in Standardform fiir Potenz-
reihen Y 72 arz® mit Entwicklungspunkt 2o = 0 zu erhalten.

Diese sind gerade:

0 flir k£ nicht durch 3 teilbar,
an =
g (=1)*/3  fiir k durch 3 teilbar.

Anders geschrieben:

0 fiir k nicht durch 3 teilbar,
ar =<1 fiir k£ durch 3 und durch 2 teilbar,
—1 fir k£ durch 3, aber nicht durch 2 teilbar.

Nun gilt mit dem Satz auf Seite 148 im Skript
FEO) =Y "k(k—1)...(k—j+1)a;0/ " = klay,
j=k

und die gesuchten Ableitungen sind also:

0 fiir k£ nicht durch 3 teilbar,
F®0) =< k! fiir k durch 3 und durch 2 teilbar,
—k! fiir k durch 3, aber nicht durch 2 teilbar.

Aufgabe H3 (Tschebyscheff-Polynome) (4 Punkte)
Auf [—1,1] seien die folgenden Funktionen gegeben:
T, (x) = cos(n - arccos(x)), n € Np.

Diese heifen T'schebyscheff-Polynome.
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i)
ii)
iii)

iv)

v)

Zeige folgende Rekursionsformel:
To(x) =1, Ti(x)==z, Thyo(z)=22Tht1(z)— Tp(z).

Berechne T, (x) fur n € {1,...,5}.

Zeige, dass die Funktionen T;, tatséchlich Polynome sind. Welchen Grad hat 7,7 Sind
die T, gerade bzw. ungerade Funktionen?

Bestimme alle Nullstellen von T}, in [—1, 1].

Zeige, dass der Wertebereich durch —1 nach unten und durch 1 nach oben beschrénkt
ist. Finde alle lokalen Extrema von T,.

Losung:

i)

ii)

iii)

Offensichtlich ist Tp(x) = cos(0) = 1 und T (z) = cos(arccos(x)) = z. Es gilt aufer-
dem nach den Additionstheoremen:

cos(a+ ) — cos(a — ) = cos(a) cos(8) — sin(a) sin(B) + cos(a) cos(8) + sin(a) sin(3)
fiir alle , 3, und also auch

cos(a+ B) = 2 cos(a) cos(B) — cos(a — ).
Setzen wir nun o = (n + 1) arccos(z) und 3 = arccos(z), folgt, dass

Tht2(x) = cos((n + 2) arccos(z))
= 2cos((n + 1) arccos(x)) cos(arccos(x)) — cos(n arccos(x))
= 22Ty 41(x) — Ty (x).

To(x) =1

Ti(x) ==z

Ty(z) = 22° — 1

T3(z) = 42> — 3z

Ty(x) = 8z — 8% 41
Ts(x) = 162° — 2023 + 5z

Da Tp und 77 Polynome sind, folgt mit Induktion und der Rekursionsformel, dass T,
fiir alle n ein Polynom ist. Der Grad des Polynoms T, ist gerade n, denn diese Aussage
ist wahr fiir n = 0 und n = 1. Fiir alle grofseren n folgt dies nach Induktion, denn
wenn 1,1 ein Polynom vom genauen Grade n + 1 und 7,, ein Polynom vom genauen
Grade n ist, sieht man in der Rekursionsformel, dass T;,+2 den genauen Grad n + 2
hat.

Offensichtlich ist Ty gerade und 77 ungerade. Aus der Rekursionsformel folgt mit
Induktion, dass dann auch T;, gerade ist, falls n gerade ist und dass 7}, ungerade ist,
falls n ungerade ist.
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iv)

Wir haben 0 = T,,(z) = cos(n arccos(x)) genau dann wenn n arccos(z) eine Nullstelle
von cos ist. Die Nullstellen von cos auf dem Wertebereich [0, n7] von n arccos(x) sind
gerade die Stellen § + k7 mit k£ € {0,...,n — 1}. Also sind die Nullstellen von T}, (x)
genau die Stellen xp mit narccos(ry) = § + kn. Damit erhalten wir als Nullstellen

xR = Cos(2]§j;17r), ke{0,...,n—1}.

Die Beschranktheit des Wertebereichs ist klar, da der Wertebereich von cos schon
durch —1 und 1 beschrénkt ist.

Ein lokales Extremum von 7T, liegt in  genau dann vor, wenn narccos(x) lokales
Extremum von cos ist. (Dies hat streng genommen mit der Stetigkeit und strengen
Monotonie von n arccos zu tun.) Lokale Maxima von cos sind genau die Punkte 2k7
mit k£ € {0,...,[n/2]}. Also sind die lokalen Maxima =z, von T, genau die Punkte
mit narccos(zy) = 2km oder zy = COS(%’]T). Lokale Minima von cos sind (2k + 1),
k€ {0,...,[(n—1)/2]}. Also ergeben sich als Minimalstellen von 7,, die Punkte y
mit narccos(yx) = (2k + 1) oder yi = cos(%THﬂ).

Alternativ kann natiirlich auch T,, zweimal abgeleitet werden und Nullstellen der er-
sten Ableitung bestimmt werden etc. Allerdings muss man sich dann noch iiber die

Randpunkte —1 und 1 Gedanken machen.



