Analysis I fiir M, LaG, Ph

9. Ubung
Losungsvorschlag
Gruppeniibung
G1 Gleichmiflige Stetigkeit

G2

Gegeben seien die Funktionen

1
und ¢:[l,00) =R, z — —

1
f:(0,1] =R, z — — ok

2

Untersuche die Funktionen f und g auf Stetigkeit und gleichméfBige Stetigkeit.

Behauptung: Die Funktion f ist stetig.
Beweis: Sei x € (0,1] und (xy,)nen eine gegen x konvergierende Folge. Nach den Grenz-
wertséitzen (s. Satz aus dem Skript, Seite 56) erhalten wir lim, oo — = — = L

2 z2 limy,— o0 22 °
Also ist die Funktion f stetig (s. Satz im Skript, Seite 96).

Behauptung: Die Funktion f ist nicht gleichméBig stetig.
Beweis: Fiir e = 3 finden wir fiir jedes § > 0 Werte x,y aus (0, 1], so daff zwar |z —y| < J,

aber |f(x) — f(y)| > € ist.
Denn: Sei 6 > 0. Wihle x < min{1,d} und y = 5. Dann ist |z —y| = |§| < J und

@) - f)l = | 3] >3 =e.

Behauptung: Die Funktion g ist gleichméfig stetig.
Beweis: Wir betrachten die Abschétzung:

1 1 2 —y?
l9(z) — g(y)| = el Bl sy
[z —yllz +y| T+y
:{L‘Q—yQS‘x_y‘CEQ y2§’$_y"2

Sei nune > 0. Setzt man § = 5, dann folgt aus obiger Abschitzung, dafl |g(z)—g(y)| < e
ist fiir alle x,y mit der Eigenschaft |x — y| < J.
Also ist die Funktion gleichméBig stetig und somit auch stetig.

Differentiation und Betragsfunktion
i) Differenziere die Funktion f : R — R mit f(x) := z|z|.
ii) Betrachte die Funktion gz, : R — R mit g;(z) := |=|* fiir & € N. Fiir welche k € N
ist gj differenzierbar. Bestimme die Ableitung von g.
iii) Gibt es nicht-differenzierbare Funktionen h : R — R, so dass |h| differenzierbar ist?

i) Nach Definition des Betrages gilt

x2 fiirxz >0

f(z) = zfz] = { 2

—x* firz < 0.

Fiir alle x > 0 haben wir also die Ableitung f'(x) = 2z und fiir alle < 0 haben
wir f'(x) = —2z. Es bleiben also nur noch links- und rechtseitiger Grenzwert des
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G3

Differenzenquotienten an der Stelle 0 zu untersuchen:

— f(0
m 7f($) 1(0) = lim —$|x| = lim |z| = lim =0,
z—+0 z—0 z—+0 T z——+0 z—+0
lim M: lim ol = lim |z|= lim —z =0.
r——0 x—0 r——0 X rx——0 r——0

Wir haben daher f'(0) = 0. Die Funktion f ist also auf ganz R differenzierbar und
es gilt f'(x) = 2|x|.
ii) Zunéchst stellen wir fest, dass

(x)—]m\k— xk fiirx >0
I (—x)*  fiir x < 0.

Dabher gilt fiir gerade k € N, dass gp(x) = x. Es gilt g,(0) = 0 fiir alle k. Of
fensichtlich ist fiir alle k € N die Funktion g fiir x > 0 differenzierbar und
es filt g, (z) = k- x*=1. Analog ist g, fiir + < 0 differenzierbar und es gilt
gr(@) = (=1 - k- 2h
Wir berechnen fiir k > 1

_ 0 k k
lim —gk(x) 9x(0) = lim ﬂ = lim r_ lim zF! =0,
z—4+0 x—0 z—+0 X z—+0 X z—+0
_ 0 k k
im S Z96O) Bk i T2 (L1 m o1 =0,
z——0 x—0 z——0 I z——-0 T z——0

Die Ableitung ist stetig in = 0 fiir k > 1 und g, (0) = 0.
Fiir k = 1 haben wir

g1(z) — g1(0)

lim T B N T
z——+0 x—0 z—+0 T z—+0 X z——+0

— 4,00
i 2@ =01 ©) el T -y
x——0 x—0 x——0 I x——0 2 x——0

Somit existiert der Limes in x = 0 nicht und g; ist in Null nicht differenzierbar.
iii) Ja, betrachte z.B. die Funktion h : R — R,

1 fiirx >0
W) = iir x >
—1 firz <O.

Diese Funktion ist in Null offensichtlich nicht differenzierbar (noch nicht mal stetig).
Aber |h| =1 ist beliebig oft differenzierbar mit der Ableitung h'(x) = 0.

Kettenregel 1
Sei die Funktion f : (a,b) — R differenzierbar und g : R — R eine beliebig oft differen-
zierbare Funktion. Fiir alle x € (a,b) gelte
fl(@) =g (f(2)).
Zeige, dass dann auch f beliebig oft differenzierbar ist.

Wir haben
(@) = g'(f(@)f'(x) = ¢ (f(x))a(f(2)),
() = ¢"(f(2)) (9(f(@) + (¢'(f(2)))° g(f(@)).

Deshalb sind f" und f" stetig auf (a,b). Man kann nun durch Induktion ganz analog zei-
gen, dass f(™), n > 3, Summen von Produkten von Ableitungen g*)(f), k = 0,1,...,n—1
sind. Demnach sind auch f(™, n > 3, stetig.
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Hausiibung

H1 Exponentialfunktion/Logarithmus vs. Polynome (4 Punkte)
Vergleiche das asymptotische Verhalten der Exponentialfunktion bzw. des Logarithmus
mit dem von Polynomen. Man zeige also

H2

lim 27" exp(z) = o0, lim z"exp(z) =0
Tr—00 r——00
lim 27" log(z) =0, lim 2" log(z) =0
T—00 xz—0

fiir alle n € N.

zn+1

Fiir alle x > 0 ist exp(z) = Y _,—, %If > oo also
lim M> lim L:oo.
z—oo " z—oo (n + 1)!
Daraus erhalten wir weiter
yn
: n — 3 _ n — — (— L =
A 2" exp(x) = lim (—y)" exp(—y) = (-1)" lim xp () 0

Sei (zy,)men eine divergente Folge positiver Zahlen mit lim, o &, = 00. Setzen wir
Ym = nlog(xy,) fir alle m € N, so gilt weiter lim, oo Ym = co. (Warum?)
Da x}}, = exp(ym ), erhalten wir mit dem obigen Resultat

1 1
lim 10g(Zm) = lim —ym,exp(—ym) =0.
m—oo I m—oo N

Dieses Ergebnis liefert uns nun auch

log(1 1
lim 2" log(z) = lim — Ogl(x) = lim — o8(y) = 0.
x—0 x—0 (g)n Y—00 yn

Stetige Fortsetzung (4 Punkte)

i)

i)

Welche der Funktionen

lassen sich in Null stetig fortsetzen?

Wir nennen eine Funktion f : R — R c-periodisch mit einer reellen Konstanten
¢ >0, wenn f(x+c) = f(z) fir alle z € R gilt.

Sei nun f : R — R eine nicht-konstante, stetige, c-periodische Funktion fiir ein
¢ > 0. Léasst sich die Funktion g : R* — R, g(z) := f(%), in Null stetig fortsetzen?

Wir untersuchen zunéichst e~ = . Sei (zn)nen eine Folge positiver Zahlen mit lim,_,o ©,, =
0 (Beispielsweise (1),en). Desweiteren sei (yn)nen eine Folge negativer Zahlen mit

limy, o 2, = 0 (Beispielsweise (—2),en). Dann gilt

1 . _ 1
lim e #n =0# 00 = lim e wn.
n—oo n—oo

Demnach ist die Funktion e~ in Null nicht stetig fortsetzbar.
1
Nun betrachten wir e~ 22 . Sei (x, )nen eine Folge positiver Zahlen mit lim,, o ©,, =
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0 (Beispielsweise (1),en). Desweiteren sei (yn)nen eine Folge negativer Zahlen mit
lim,, 00 5, = 0 (Beispielsweise (— n)neN) Dann gilt

Die Funktion ¢~ 3* lisst sich also in Null (mit dem Wert 0) stetig fortsetzen.
ii) Seien g,y € R* mit f(xg) # f(yo). Nun definieren wir zwei divergente Folgen
(Zn)nen und (Yn)nen wie folgt:

Tp = 2In-1+C=To+nC,  Yn:=Yn-1+C=yo+nc

Offensichtlich sind diese Folgen bestimmt divergent mit lim,, oo T,, = limy, oo Yp =
o0o. D.h., Fiir ein N € N sind alle Folgenglieder x, und y, mit n > N ungleich

Null. Die Folgen <%> N und (%) N sind also Nullfolgen. Wir erhalten damit
"/ ne "/ ne

lim g(xi) = nh_)rrolo flzy) = nh—>Holo f(zo+ne) = f(xo)

n—oo n

£ flyo) = lim f(yo+ne) = lim fly) = lim g(—).

n—oo Tn
Demnach ldsst sich eine solche Funktion g in Null nicht stetig fortsetzen.

H3 Differentiation und Umkehrfunktion (4 Punkte)
Betrachte die Funktion

f R—=R, x'—>2x+1+x2

i) Zeige, dal f eine Umkehrfunktion g besitzt.
ii) Zeige, daf die Umkehrfunktion g differenzierbar ist, und berechne ¢’(1) und ¢”(1).

i) Die Funktion f ist offensichtlich stetig differenzierbar und es gilt auf ganz R

, 2
f(x)zz—ﬁx).

Dabher ist die Funktion f monoton und somit injektiv. Wegen der Beschranktheit

von m ist f surjektiv. Damit gibt es zu f eine Umkehrfunktion g.

ii) Aus Aufgabenteil i) folgt, daB g differenzierbar ist (s. Satz im Skript, Seite 111)
und es gilt mit g(1) = 0:

gl(l) = = — 20 o

v (L) __d@f @) @5k
7@~ (767) = T
Dabher ist




